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آشنایی با نظریۀ اعداد1
1  استدلال ریاضی

2  بخش پذیری در اعداد صحیح
3  رابطهٔ هم نهشتی روی Z و کاربردهای آن

1

نظریه اعداد و به خصوص 
مبحث هم نهشتی ها کاربردهای 
بسیاری در علوم مربوط به رایانه، 
رمزنگاری و رمزگشایی، حساب 
با اعداد صحیح بزرگ، طراحی 
الگوریتم های سودمند برای 
حساب کامپیوتری و ایجاد اعداد 
شبه تصادفی دارد.

https://www.roshd.ir/112215-1


2فصل اوّل:  آشنایی با نظریه اعداد

زندگی  در  یا  و  روزمره  زندگی  در  ما  همهٔ  است.  انکارناپذیر  انسان ها  زندگی  در  استدلال  نقش 
حرفه ای خود نیازمند کسب توانمندی در این زمینه هستیم. تسلیم عقل در برابر استدلال موهبتی 
الهی است که امکان تعامل بین انسان ها و توسعه علوم گوناگون و رشد و بالندگی را در زمینه های 
دارد.  ویژه ای  جایگاه  نیز  ریاضیات  در  اثبات  و  استدلال  است.  ساخته  فراهم  بشر  برای  مختلف 
درک   و فهم ریاضی بدون توجه به استدلال امکان ندارد و آموزش ریاضیات را محدود به حفظ کردن 
به فهم  با روش های استدلال و اثبات در ریاضیات، هم  رویهّ ها و الگوریتم ها خواهد کرد. آشنایی 
ریاضیات و هم به بسط و توسعه آن کمک شایانی می نماید. هدف ما در این درس آشنایی با برخی از 

روش های استدلال و اثبات در ریاضی است.

مثال: درستی یا نادرستی گزاره های زیر را بررسی کنید:
الف( مجموع سه عدد طبیعی متوالی بر 3 بخش پذیر است.

ب( عدد 22n + 1 به ازای همه عددهای طبیعی n، عددی اول است.
حل: گاهی ممکن است برای فهم یک گزاره، مثال هایی را برای صدق آن بررسی کنیم. 

برای نمونه برای گزاره الف داریم:
5 + 6 + 7 = 18                              10 + 11 + 12= 33

   25 + 26 + 27 = 78                       31 + 32 + 33 = 96
در همه موارد حاصل جمع های به دست آمده، درستی گزاره الف را نشان می دهند همچنین برای
 n = 3 , n = 2 , n = 1 و n = 4 حاصل 22n + 1  به ترتیب برابر 5، 17، 257 و 65537 است 

که همگی اعداد اول هستند و ظاهراً بر درستی گزاره ب دلالت می کنند.
آیا ارائه این مثال ها برای برقراری گزاره های الف و ب کافی هستند، اگر کافی نیست آیا 

ارائه مثال های بیشتر کفایت می کند؟
در مورد الف هر چقدر مثال ارائه کنید، مشاهده خواهید کرد که گزاره برقرار است، اما در مورد 

گزاره    ب، اگر n = 5 آن گاه:
22n  + 1 = 4294967297 = 641 * 6700417

استدلال ریاضی درس 1



درس اول: استدلال ریاضی 3

خواندنی

که به وضوح نشان می دهد، حاصل یک عدد اول نیست. همین »مثال نقض« نشان می دهد که گزارهٔ    ب در حالت کلی درست 
نیست. این روش استدلال به صورت معمول برای رد کردن یک حکم کلی به کار می رود و استدلال به کمک »مثال نقض« 

است. 
در مورد گزاره الف با اینکه نمی توانید مثال نقضی ارائه کنید، امّا درستی گزاره با ارائه مثال به دست نمی آید. مثلاً یک احتمال 
این است  که نتوانید مثال نقضی ارائه کنید و یا اینکه تاکنون مثال نقضی برای آن ارائه نشده باشد. به هر حال در اینجا اثبات 

دشوار نیست. کافی است سه عدد طبیعی را با n + 1 ،n و n + 2 نمایش دهیم. در این صورت داریم: 
n + n + 1 + n + 2 = 3 n + 3 = 3)n + 1(  

که نشان می دهد گزاره الف در حالت کلی درست است.
این نوع اثبات کردن را »اثبات مستقیم« می نامند. البته اثبات مستقیم ممکن است کاملاً پیچیده باشد. هدف این کتاب طرح 
اثبات های دشوار نیست1. محتوای آموزش این درس در چارچوب مطالبی است که تاکنون آموخته اید. در کار در کلاس 

نمونه هایی از استدلال به روش »اثبات مستقیم« و استدلال به کمک »مثال نقض« را مشاهده خواهید کرد. 

کار در کلاس

هریک از گزاره های زیر را اثبات و یا با ارائه مثال نقض رد کنید.
الف( مجموع هر دو عدد فرد، عددی زوج است.

+ = +x y x y      :y و x ب( برای هر دو عدد حقیقی
پ( برای هر عدد طبیعی بزرگ تر از 1، عدد n - 1 2 اول است.

ت( مجموع هر دو عدد گویا، عددی گویاست.
B = C آنگاه = A B A C ث( اگر برای سه مجموعه B ،A و C داشته باشیم 
ج( اگر k حاصل ضرب دو عدد طبیعی متوالی باشد، آنگاه 4k + 1 مربع کامل است.

یافتن مثال نقض ممکن است کار بسیار دشواری باشد. گاهی سال ها وقت برای یافتن مثال نقض لازم بوده 
است. به طور مثال عبارت n 2 + 1 991 را برای n های طبیعی درنظر بگیرید. اگر حاصل این عبارت را بـرای 
n = 2 ،n = 1، … و n = 1000 به دست آورید هیچ کدام مجذور کامل نمی باشند. آیا به نظر شما می توان حکم 
کرد که »برای n های طبیعی عبارت n 2 + 1 991 هیچ گاه مجذور کامل نیست.« پاسخ منفی است! سرپینسکی 
ریاضی دان معاصر لهستانی، کوچک ترین عدد طبیعی که به ازای آن n 2 + 1 991 مجذور کامل باشد را ارائه 
کرد. این عدد 29 رقم دارد! عدد n = 12055735790331359447442538737    مثال نقض موردنظر 

است.

1ــ طرح مسائل در ارزشیابی ها باید در سطح مطالب کتاب باشد. طرح مسائل پیچیده که نیاز به دانش محتوایی سطح بالا دارند مورد تأیید مؤلفین نیست.
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اثبات با درنظر گرفتن همه حالت ها
گاهی برای اثبات یک گزاره لازم است همهٔ موارد ممکن درمورد مسئله را درنظر بگیریم. به مثال زیر توجه کنید.

مثال: ثابت کنید برای هر عدد طبیعی n 2 - 5n + 7 ،n عددی فرد است.
حل: دو حالت در اینجا ممکن است رخ دهد:

(؛ در این حالت داریم: ∈k ( n = 2k زوج است، به عبارت دیگر n )الف
n 2 - 5n + 7 = )2k(2 - 5)2k( + 7 = 4k2 - 10k + 6 + 1  

که حاصل یک عدد فرد است.
(؛ در این حالت هم داریم: ∈k (n = 2k - 1 فرد است، یعنی n )ب

n 2 - 5n + 7 = )2k - 1(2 - 5)2k - 1( + 7 = 4k2 - 4k + 1 - 10k + 5 + 7  
= 4k2 - 14k + 13 = 2 )2k2 - 7k + 6( + 1  

که باز هم حاصل یک عدد فرد است.
به عبارت دیگر زوج یا فرد بودن n، فرد بودن n 2 - 5n + 7 را نتیجه می دهد.

اگر زوج بودن n را با p و فرد بودن n را با q و فرد بودن n 2 - 5n + 7 را با r نمایش دهیم، حکم را می توان به صورت گزاره 
( شیوهٔ اثبات در مثال فوق توجیه می شود. ( ) (∨ ⇒ ≡ ⇒ ∧ ⇒p q r p r q r ∨ نمایش داد. با توجه به هم ارزی  ⇒p q r

p ∨ q ⇒ r ≡ r ∨ ∼ )p ∨ q  (  
≡ r ∨ )∼ p ∧ ∼ q  (  
≡ )r ∨ ∼ p) ∧ )r ∨ ∼ q  (  
≡ )p ⇒ r( ∧ )q ⇒ r(  

به طریق مشابه، برای هر تعداد متناهی گزارهٔ دلخواه داریم:
) ( ) ( ) (n nP P P r P r P r P r∨ ∨ ⇒ ≡ ⇒ ∧ ⇒ ∧ ⇒1 2 1 2   

نوع دیگری از درنظر گرفتن حالت های ممکن، در مثال زیر ارائه شده است.
.b = 0 یا a = 0 آنگاه ab = 0 دو عدد حقیقی باشند و b و a مثال: ثابت کنید اگر

حل: برای a دو حالت ممکن است رخ دهد:
الف( اگر a = 0، در این حالت حکم برقرار است (چرا؟(

a، در این حالت a-1 (معکوس a( یک عدد حقیقی است و با ضرب طرفین رابطه ab = 0 در a-1 داریم: ب( اگر 0≠
) (− −= ⇒ = ×ab a ab a1 10 0  

⇒   b = 0  
بنابراین در هر دو حالت حکم برقرار است.
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کار در کلاس

الف( اگر a و b دو عدد صحیح باشند و ab عددی فرد باشد، ثابت کنید a2 + b2 زوج است.

( یک عدد زوج باشد  (n n +2 21
4

n، اگر  S∈ ب( }3 ,4{ = A یک زیرمجموعه از مجموعه }S = }1 , 2, … ,6 است و 
.n A∈ ثابت کنید 

اثبات غیرمستقیم
اثبات به روش برهان خلف

با اثبات به روش برهان خلف که نوعی اثبات غیرمستقیم است آشنا شده اید. در روش برهان خلف فرض  در هندسه )1( 
می کنیم که حکم نادرست باشد و سپس با استفاده از قوانین منطق گزاره ها و دنباله ای از استدلال های درست و مبتنی بر فرض 
به یک نتیجه غیرممکن یا نتیجه متضاد با فرض می رسیم و از آنجا )با توجه به منطقی بودن همه مراحل( معلوم می شود که فرضِ 

نادرست بودنِ حکم باطل است و درستی حکم ثابت می گردد.
در تعاملات و محاورات روزمره هم ممکن است از این روش استدلال استفاده کنیم. آنجا که با فردی نظری کاملاً متضاد 
داریم و به درستی نظر خود اطمینان داریم، برای رسیدن به نتیجه موردنظرمان، موقتاً نظر مخالف خود را می پذیریم و با استفاده 
از دنباله ای از استدلال ها و ادبیاتی که مورد توافق دو طرف است، نشان می دهیم که پذیرفتن نظر او به بن بست یا تناقض منجر 

می شود.

مثال: ثابت کنید حاصل جمع یک عددگویا و یک عدد گنگ، عددی گنگ است.
حل: فرض کنیم که r یک عدد گویا و x یک عدد گنگ باشد. نشان می دهیم که r + x یک عدد گنگ است. اگر )فرض 
خلف( r + x گنگ نباشد، بنابراین عددی گویا است. از طرفی می دانیم که تفاضل دو عدد گویا، عددی گویا است. پس تفاضل 
r + x  و r باید عددی گویا باشد یعنی r + x - r ∈ Q و از آنجا x ∈ Q که با فرض ما در تناقض است. در نتیجه فرض خلف 

باطل است و حکم اثبات می گردد.

مثال: حاصل ضرب هر عدد گویای ناصفر در یک عدد گنگ، عددی گنگ است. 
حل: فرض کنیم r یک عدد گویای ناصفر باشد و x  عددی گنگ باشد ولی rx عددی گویا )فرض خلف( باشد. می دانیم 
که حاصل ضرب هر دو عدد گویا، عددی گویاست. علاوه بر این معکوس هر عدد گویای ناصفر هم عددی گویاست. بنابراین 

( و از آنجا x ∈ Q که با فرض در تناقض است. () (∈rx Q
r
1
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مثال: a2 ،a1 و a3 عددهایی صحیح هستند و  b2 ،b1 و b3 هم همان اعداد ولی به ترتیب دیگری قرار گرفته اند. ثابت 
کنید )a1-b1( )a2-b2( )a3 - b3( عددی زوج است.

حل: برای درک بهتر مسئله، مثالی ارائه می کنیم. a2 ،a1 و a3 را به ترتیب، 5 ، 8 و 1 درنظر می گیریم و b2 ،b1 و b3 را 8 ، 
1 و 5 درنظر می گیریم، داریم:

)a1-b1( )a2-b2( )a3 - b3( = )5-8( )8-1( )1- 5( = )-3( )7( )-4( = 84  

 a3 - b3 و a2-b2 ،a1-b1 ( زوج نباشد )فرض خلف( پس عددی فرد است. پس هر سه عاملa1-b1( )a2-b2( )a3 - b3( اگر
هم باید فرد باشند )چرا؟( و درنتیجه مجموع آنها هم باید عددی فرد باشد، یعنی  ) a1-b1 ( + )a2-b2 ( + )a3 - b3( باید عددی 

فرد باشد. امّا مجموع این سه عبارت صفر است!

کار در کلاس

درستی گزاره های زیر را با استفاده از روش برهان خلف ثابت کنید.
 نیز گنگ است.

x
1 الف( اگر x یک عدد گنگ باشد، ثابت کنید 

ب( اگر تابع f در x = a پیوسته ولی g در x = a ناپیوسته باشد، ثابت کنید f +g در x = a ناپیوسته است.

اثبات های بازگشتی/ گزاره های هم ارز
اگر ارزش دو گزاره یکسان باشد آنها را گزاره های هم ارز )هم ارزش( می نامیم. 

 Q P⇒ P و  Q⇒ اگر P و Q دو گزاره هم ارز )یعنی همواره هر دو درست یا هر دو نادرست( باشند، آن گاه گزاره های 
P یک گزاره درست است. Q⇔ هر دو درست هستند و در نتیجه 

P درست باشد، آن گاه P و Q دو گزاره هم ارز خواهند بود و اگر ارزش یکی از آنها  Q⇔ به عکس اگر ترکیب دو شرطی 
را بدانیم، ارزش دیگری نیز همان خواهد بود. به کمک این موضوع می توانیم درستی یا نادرستی یک گزاره را بررسی کنیم. 
در عمل به طور معمول درستی یا نادرستی گزاره  ای که معمولاً ساده تر است را انتخاب می کنیم. البته این کار ممکن است که 
P یعنی ارزش سه گزاره یکسان  Q⇔ Q و  R⇔ در یک مرحله انجام نشود، به طور مثال اگر Q , P و  R سه گزاره باشند و 
است و اثبات درستی یا نادرستی هر یک، تکلیف دو گزاره  دیگر را معلوم خواهد کرد. به هر حال ممکن است این عمل ادامه 

یابد و در تعدادی متناهی مرحله کار انجام شود.
با توجه به آنچه گفته شد، در هنگام استفاده از این روش اثبات )که گاهی به آن »روش بازگشتی« هم می گویند( توانایی ارائه 

ترکیب دو شرطی درست و مناسب بسیار اساسی است.

a درست  b a b= ⇔ =2 2 a درست است ولی ترکیب دو شرطی  b a b= ⇔ =3 3  ، ) , (a b ∈ مثال: ترکیب دو شرطی 
نیست )چرا؟(
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کار در کلاس

a, کدام یک از ترکیب های دو شرطی زیر درست است؟ b ∈ اگر 
a )الف b a b< ⇔ <2 2 a )ب   b a b< ⇔ <3 3  

a
a

+ ≥
1

2 مثال: اگر a < 0 ثابت کنید 

a a a
a

+ ≥ ⇔ + ≥21
2 1 2 اگر a < 0، داریم: 

این ترکیب دو شرطی بیان نمی کند که کدام گزاره درست است، بلکه تنها بیانگر آن است که دو گزاره هم ارز هستند و اثبات 
هر کدام، دیگری را نتیجه می دهد. به نظر شما چرا این دو گزاره هم ارز هستند؟ اثبات کدام یک ساده تر است؟

a a a a+ ≥ ⇔ + − ≥2 21 2 1 2 0 همچنین  
) (a a a+ − ≥ ⇔ − ≥2 21 2 0 1 0 و درنهایت: 

( همواره برقرار است، به عبارت دیگر حکم هم ارز گزاره ای است که همواره برقرار است.  (a − ≥21 آخرین گزاره یعنی 0
پس حکم ثابت شده است. مراحل اثبات را )با شرط a < 0( به صورت زیر می توان خلاصه کرد:

a a a
a

+ ≥ ⇔ + ≥21
2 1 2  

a a⇔ + − ≥2 1 2 0  
) (a⇔ − ≥21   همواره برقرار است. 0

به هر حال این نوع استدلال در گفت وگوها و مذاکرات معمول هم مورد استفاده قرار می گیرد، آنجا که برای بررسی یک 
حکم، معادل آن را به مخاطب یادآوری می کنیم و از عباراتی نظیر: آنچه که شما می گویید معادل این است که …، یا گفته شما 
به مثابه آن است که …، در آنجا باید از قوانین و ادبیات مورد پذیرش طرفین پیروی کنیم و در ریاضیات از منطق ریاضی. در 

هر حال در هنگام استفاده از این نوع استدلال در زندگی روزمره هم ممکن است پس از چند مرحله به نتیجه برسیم.

مثال: ثابت کنید میانگین حسابی دو عدد نامنفی، از میانگین هندسی آنها کمتر نیست.
a b

ab
+

≥
2

حل: اگر a و b دو عدد نامنفی باشند، حکم ما چنین خواهد بود: 
+

≥ ⇔ + ≥
a b

ab a b ab2
2

 
⇔ + − ≥a b ab2 0  

) (⇔ − ≥a b 2 گزاره همیشه درست. 0  

a ab b+ + ≥2 2 0 مثال: اگر b و a دو عدد حقیقی باشند ثابت کنید:  

) (+ + ≥ ⇔ + + ≥
b b

a ab b a
2

2 2 2 3
0 0

2 4
حل: 

اثبات کوتاه و زیبایی است. حکم با یک گزاره همیشه درست )سمت راست( هم ارز است.
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+ + ≥ ⇔ + + ≥a ab b a ab b2 2 2 20 2 2 2 0 راه دوم:  
⇔ + + + + ≥a b ab a b2 2 2 22 0  

( )⇔ + + + ≥a b a b2 2 2 گزاره همیشه درست.0  

البته ممکن است شما هم راه حل دیگری برای این مسئله ارائه کنید.
شیوه ای که در این قسمت از درس مورد استفاده قرار گرفت را برای نشان دادن نادرستی یک گزاره نیز می توان به کار برد.

کار در کلاس

الف( اگر n یک عدد طبیعی باشد، آیا زوج بودن n و زوج بودن n2 هم ارزند؟
ب( آیا دو گزاره زیر هم ارزند؟

1  نقطه C روی عمود منصف پاره خط AB قرار دارد.

2  فاصله نقطه C از دو سر پاره خط AB یکسان است.

تمرین

1  گزاره های زیر را به روش بازگشتی )گزاره های هم ارز( ثابت کنید:

x y
y x

+ ≥ 2 الف( اگر x و y دو عدد حقیقی هم علامت باشند داریم: 
ب( برای هر سه عدد حقیقی x و y و z داریم:

x y z xy yz zx+ + ≥ + +2 2 2  
پ( برای هر دو عدد حقیقی x و y داریم:

x y xy x y+ + ≥ + +2 2 1  

.x3 > x2  ارائه کنید به طوری که x 2  عددی حقیقی مانند

3  اگر α و β دو عدد گنگ باشند ولی α+β گویا باشد، ثابت کنید α-β و α+2β گنگ هستند.

 x2 + y2 = (x + y)2 ٤  آیا اعدادی صحیح مانند x و y وجود دارند که  

٥  آیا مقادیر حقیقی و ناصفر a و b چنان وجود دارند که:

a b a b
= ++

1 1 1            ( )a b+ ≠0  

6  گزاره های زیر را اثبات و یا با ارائه مثال نقض آنها را رد کنید.
الف( مربع و مکعب هر عدد فرد عددی فرد است.

ب( میانگین پنج عدد طبیعی متوالی همان عدد وسطی است.
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قرار دادن تعدادی شیء در دسته های مساوی یا دسته بندی کردن تعدادی از چیزها را، بدون آنکه 
باقی مانده ای داشته باشیم، »عاد کردن« یا شمارش آن اشیا، توسط شمارنده ها می گویند. مثلاً، 12    شیء 

را می توان با شمارنده های مثبتِ عدد 12 یعنی 1، 2، 3، 4، 6 و 12 دسته بندی یا شمارش کرد.
در این فصل برای نمایش این مفهوم از نماد »|« استفاده کرده و مثلاً می نویسیم 12|2 و می خوانیم 
عدد 2 عدد 12 را می شمارد یا عاد می کند. بیان دیگر این مفهوم آن است که بگوییم عدد 12 بر عدد 

2 بخش پذیر است )باقی ماندهٔ تقسیم صفر است(.
توجه داشته باشید که دسته بندی کردن اشیا در دسته های صفرتایی یا شمارش تعدادی شیء خاص 
به صورت صفر تا صفر تا کار بی معنایی است؛ لذا صفر هیچ عدد غیر صفری را نمی شمارد و هیچ 
عدد غیر صفری بر صفر بخش پذیر نمی باشد در ضمن توجه داشته باشید که هر عدد بر خودش و بر 1 
بخش پذیر است؛ یعنی اگر a عددی طبیعی باشد a|1 و a   |a. )عدد 1 هر عدد صحیح را عاد می کند 

و هر عدد برخودش بخش پذیر است(.
 b عدد ،a عدد( a   |b معادل است با اینکه بنویسیم a بر b حال با توجه به اینکه مفهوم بخش پذیری
را می شمارد یا عدد a، عدد b را عاد می کند( مفهوم بخش پذیری را می توان برای هر دو عدد صحیح 
باقی مانده  یا   -28=4*(-7) بر 4 بخش پذیر است )زیرا،  می توان گفت، عدد 28-  برد، مثلاً  به کار 
تقسیم 28- بر عدد 4 صفر است( پس در حالت کلیّ و با تعمیم مفهوم عاد کردن به مجموعهٔ اعداد 

صحیح عاد کردن به صورت زیر تعریف می شود.

عدد صحیح a، که مخالف صفر است2، شمارندهٔ عدد b است ــ یا b ،a را می شمارد یا 
a  |b یا b بر a بخش پذیر است ــ هرگاه عددی صحیح چون q وجود داشته باشد به طوری که 

.b   =aq

|a b  ،را عاد نکند می نویسیم b عدد a بخش پذیر نباشد یا عدد a بر عدد b اگر عدد

بخش پذیری در اعداد صحیح1 درس 2

1ــ در سراسر این فصل منظور از عدد، عدد  صحیح است.
2ــ اینکه صفر عدد صفر را می شمارد به صورت یک قرارداد پذیرفته می شود.
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کار در کلاس

1  با توجه به تعریف رابطهٔ عاد کردن جاهای خالی را پر کنید.
... * ... =63 ⇔ 63|   7 )الف  

91| ... ⇔ ... *7=91 )ب  
(6-)  * ... = ... ⇔ 54|   6- )پ  
... * 5 = ... ⇔ 35-|  5 )ت  
... |  18 ⇔ ... *18=0 )ث  
... = a یا ... = a |1 ⇒ a )ج  
26| ... و ... |  2 ⇒ 13 *2=26 )چ  

٢  با استفاده از تعریف عاد کردن و قوانین ضرب و تقسیمِ اعداد توان دار با پایه های برابر، ابتدا نشان دهید که 9 3|  5 3 و 
سپس ثابت کنید:

, ; |m nm n m n a a∀ ∈ ≤ ⇒  
( )

( | )
=

= × ⇒ 

q43
9 5 4 53 3 3 3  

ویژگی های رابطۀ عاد کردن
ویژگی 1: اگر عدد a عدد b را بشمارد، آنگاه هر مضرب صحیحِ عدد b را نیز می شمارد؛ یعنی:

a  |b   ⇒ ∧ ± a |mb

... , (7-) * 6|3 , 4 * 6|3 , 5 * 6|3 ⇒ 6|3 :مثال  
n است. یعنی: ∈ نتیجه: اگر عدد a عدد b را بشمارد، آنگاه b2 را می شمارد و در حالت کلیّ b n را می شمارد که 
)الف

)ب
| |

| | n

a b a b

a b a b

 ⇒


⇒

2  

برای اثبات )الف( کافی است از ویژگی 1 استفاده کرده و m  را مساوی با b فرض کنیم؛ و برای اثبات )ب( نیز کافی است 
m   =bn  -1 فرض شود.

سؤال: آیا از اینکه a  |bc می توان نتیجه گرفت که a حداقل یکی از دو عدد b و c را عاد می کند؟ به گزاره های زیر دقت 
کنید و پس از آن پاسخ دهید:

9 | 3   و   6 | 3   و   9 * 6| 3 )الف  
3   و   6 | 3   و   5 * 6 | 3 )ب |/ 5  
/| 6   و   4 * 3 | 6 )ج 6   و   3  |/ 4  

( )k ∈ سؤال: آیا از اینکه a   |b می توان نتیجه گرفت که ka   |kb؟ آیا از ka   |kb می توان نتیجه گرفت a   |b؟ 
 در k ضرب

a  |b ⇒ b = ...  ⇒  kb = ... ⇒ ...  
بر k تقسیم

ka  |kb ⇒ kb = ...  ⇒  b = ... ⇒ ...  
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ویژگی 2: اگر عدد a عدد b را بشمارد و عدد b نیز عدد c را بشمارد آنگاه عدد a عدد c را می شمارد.
a  | b ⇒ ∧ ± b  |c ⇒ ∧ ± a  |c

| :اثبات ( )
|

a b b aq

b c c bq

⇒ =
 ⇒ =

1

2

1  

( )
|

q q q
c bq c q c a a c

=
= ⇒ = ⇒ = ⇒

1 21

2 2   
این خاصیّت را »خاصیت تعدّی« برای رابطهٔ عاد کردن می نامیم.

سؤال: با استفاده از خاصیت تعدّی برای رابطهٔ عاد کردن، نشان دهید که:
a  |b ⇒ a  |bn  

تعدی 
                 

 |
|

| n

a b

b b
⇒   

ویژگی 3: هرگاه عددی دو عدد را بشمارد آنگاه مجموع و تفاضل آن دو عدد را نیز می شمارد.

a  |b  ⇒ ∧ ± a  |c   ⇒ ∧ ± a  |b    ⇒ ∧ ±  c

| :اثبات
( ) |

|
⇒ = × 

⇒ ± = ± ⇒⇒ = 



 





q

a b b q
b c q q a

a c aq
1

1 2
2

 

سؤال: آیا از اینکه a  |b + c همواره می توان نتیجه گرفت که a  |c یا a  |b ؟

.|a  | ≤ |b  | در این صورت b ≠ 0 و a  |b ویژگی 4: اگر
q لذا q   | ≥ 1|. حال اگر طرفین نامساوی اخیر را  ∈ اثبات: چون a  |b پس b =aq و چون b ≠ 0 پس q ≠ 0 و چون 

در |   a| ضرب کنیم خواهیم داشت:
1 ≤ |q   | ⇒ |a   | *1 ≤ |a   | |q  | ⇒ |a  | ≤ |aq  | ⇒ |a  | ≤ ...  

.a = ± b آنگاه b  |a و a  |b نتیجه: اگر

 :اثبات
( )

( )

| | |
| | | |

| | |

a b a
a b a b

b a a

⇒ ≤ 
⇒ = ⇒ = ±

⇒ ≤

4

4





 

کار در کلاس

.a = ± 1 بخش پذیر باشند ثابت کنید a بر (6m   +5) و (7m  +6) عددی صحیح و دو عدد a ≠ 0 1  اگر
| |

|( ) ( )
| |

a m a m
a m m

a m m

+ ⇒ + 
⇒ + − ++ ⇒ + 

7 6 42
42 36 42 35

6 5 42



 
 

⇒ a  |1 ⇒ a = ±1 )چرا؟(  

:طبق فرض    :اثبات
:و می دانیم
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خواندنی

.an   | bn نشان دهید که a  |b اگر   2
 :اثبات | |

′=
′⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ 

nq q
n n n na b b aq b b q a b  

.ac  |bd نشان دهید که c  |d و a  |b اگر   3



|
( ) ( )

|
⇒ = 

⇒ × = ×⇒ =  

q

a b b aq
b d a c q q

c d
1

1 2

 
 ⇒ ... = a * c * q ⇒ ... |bd  

.a   |mb ± nc نشان دهید که a  |c و a  |b اگر   4
)از ویژگی 1 و ویژگی 3 استفاده کنید(.

شما در سال های قبل با تعریف و مفهوم اعداد اول آشنا شده اید و می دانید که هر عدد طبیعی و بزرگ تر از یک که هیچ 
شمارندهٔ مثبتی به جز یک و خودش نداشته باشد، عدد اول نامیده می شود. مجموعهٔ اعداد اول، که ثابت شده است مجموعه ای 

نامتناهی است، به صورت P = {2,3,  5,7,11,  ...} نمایش داده می شود.
.a = p یا a =1 در این صورت a   |p عددی طبیعی و a عددی اول باشد و p تذکر: با توجه به تعریف عدد اول، اگر

.a =5 یا a =1 را عاد کند، ثابت کنید (7k +6) و (9k +7) دو عدد a مثال: اگر عدد طبیعی
 a |9k +7 ⇒ a | 7 * )9k +7(  
⇒ a   | 63k + ...  
 a |7k +6  
⇒ a | 9 * )7k +6( ⇒ a   |... + 54  
⇒ a | (... + 54) - (63k +...)  

⇒ a   | 5 ⇒ a = ... یا a = ...  

کلیّ  به طور  و  )چرا؟(  می کند  عاد  را   10 ! عدد   10 مساوی  یا  کوچک تر  و  طبیعی  عدد  هر  که  می دانیم 
می توان نوشت: !k ≤ n ،k    |n ∀؛ بنابراین عدد 2+!100 و همین طور عدد 3+!100 و ... و بالاخره عدد 
100+!100 همه اعدادی غیراول هستند. بنابراین با توجه به اینکه اعداد (2+!100) و (3+!100) و ... 
(100+!100)، تعداد 99 عدد طبیعی و متوالی اند ما توانسته ایم 99 عدد طبیعی متوالی بیابیم که هیچ کدام 

اول نباشند.
)برای اینکه نشان دهیم عدد 7+!100 بر 7 بخش پذیر است، کافی است از عدد 7 در دو عدد !100 و 7، 

فاکتور بگیریم یا با استفاده از خواص عاد کردن بنویسیم: 7+!100|7 ⇒ 7|7 و !100|7(
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بزرگ ترین مقسومٌ علیه مشترک و کوچک ترین مضرب مشترک دو عدد
می خواهیم با توجه به تعریف رابطهٔ عاد کردن، مفاهیم ب م م )بزرگ ترین مقسومٌ علیه مشترک( و ک م م )کوچک ترین مضرب 

مشترک( دو عدد را معرفی کنیم.
 a بر   b یا  است   b a شمارندهٔ  یعنی   ،a  |b بنویسیم  اگر  دیگر،  عبارت  به  است.  همان شمارنده  مقسوم علیه  که  دارید  توجه 

.a  |b یا b =aq است، یعنی a مضرب b است؛ و نیز توجه دارید که b مقسوم علیه a بخش پذیر است و این یعنی

، (a  , b  ) =d هر دو با هم صفر نیستند( و می نویسیم b و a( می نامیم b و a را ب م م دو عدد صحیح d تعریف: عدد طبیعی 
 هرگاه دو شرط )الف( و )ب( برقرار باشد.

,
| , |∀ >   ⇒ ≤

d a d b

m m a m b m d0 ؛
)الف
)ب

 

شرط )الف( مقسومٌ علیه مشترک بودن را برای d تأمین می کند و شرط )ب( نشان می دهد که d از هر مقسوم علیه مشترک 
دلخواهی چون m بزرگ تر است.

اگر داشته باشیم 1 = ( a,b) در این صورت می گوییم، a و b نسبت به هم اول اند.
(3,4) = 1   ,   (4,9) = 1   ,   (7,11) = 1   ,   (1,12) = 1 مثال: 
(6,9) = 3   ,   (8  ,16) = 8   ,   (0,  6) = 6    ,   (4,-6) = 2  

تعریف: عدد طبیعی c را ک م م دو عدد صحیح و ناصفر a و b می نامیم و می نویسیم c = [a , b]، هرگاه دو شرط 
)الف( و )ب( برقرار باشد.

| , |
, | , |∀ > ⇒ ≤

a c b c

m a m b m c m0
)الف
)ب

 

توضیح دهید که هریک از شرط های )الف( و )ب( کدام ویژگی را تأمین می کنند؟
[3,4] = 12   ,   [6  ,4] = 12   ,   [1,  8] = 8   ,   [-4,16] = 16 مثال: 

کار در کلاس

  با توجه به تعاریف ب م م و ک م م ثابت کنید: 1
|    a   |b ⇒ (a,b) = |a  )الف  
|    a   |b ⇒ [a,b] = |b  )ب  

 |a    | |a     بررسی کنیم، یعنی نشان دهیم که |a    | راهنمایی: برای اثبات )الف( باید دو شرط موجود در تعریف ب م م را برای
و... و نیز برای هر m >0 که m   |a و m   |b نشان دهیم ... ≥ m و همین طور برای اثبات )ب( ...
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(p,a) = 1 ،ثابت کنید ، |p a/ a و  ∈ ٢  اگر p عددی اول باشد و 

 فرض کنیم
p اول

|
( , )

|
d p d

p a d
d a

⇒ =
=

1    ... یا  

=| اگر ⇒ d p p
1

p| تناقض دارد(  a/ )و این با فرض   
.(p,a ) = ... یا d = ... پس فقط  

تذکر: توجه دارید که در مورد اعدادی که اول نباشند، مطلبِ کار در کلاس 2 ممکن است برقرار نباشد:
4/| :مثال 6 1≠2 = (4,6) ولی    

قضیه تقسیم و کاربردها
. در  ( | )b a/ ممکن است در تقسیم عدد صحیح a بر عدد طبیعی b، باقی مانده صفر نباشد، یعنی a بر b بخش پذیر نباشد 
این صورت قضیهٔ تقسیم که به بیان آن خواهیم پرداخت )این قضیه را بدون اثبات می پذیریم( کمک می کند تا بحث بخش پذیری 

 را کامل کنیم. در 

قضیه تقسیم: اگر a عددی صحیح و b عددی طبیعی باشد در این صورت، اعدادی صحیح و منحصر به فرد مانند 
.0 ≤ r < b و a = bq +r یافت می شوند به قسمی که r و q

مثال: اگر 25 را بر 7 تقسیم کنیم داریم: q = 3 و r = 4، و به عبارت دیگر 4 + (3 * 7) = 25. حال اگر 25- را بر 7 
تقسیم کنیم و q = -3 در نظر بگیریم، در این صورت تساوی 4- (3-) * 7 = 25- حاصل می شود که نمی توان (4-) را به 
عنوان باقی مانده معرفی کرد، زیرا طبق قضیه تقسیم باقی مانده باید نامنفی و کوچک تر از مقسوم علیه باشد در این صورت با 

اضافه و کم کردن مضارب مثبتی از مقسومٌ علیه، شرایط قضیه تقسیم را برقرار می کنیم:
-25 = 7 * (-3) - 4 = 7 * (-3) - 4 - 7 + 7  

[ ]( ) ( ) )
q

q r= × − − + = − − + = + ⇒ =7 3 7 3 7 3 1 3 7 3 3


 

تذکر: همان طور که از دورهٔ ابتدایی به خاطر دارید در تقسیم عدد a بر a ،b را مقسوم، b را مقسومٌ علیه، q را خارج قسمت 
و r را باقی مانده می نامیم.

مثال: اگر باقی ماندهٔ تقسیم اعداد m و n بر 17 به ترتیب 5 و 3 باشد، در این صورت باقی ماندهٔ تقسیم عدد (2m - 5n) بر 
17 را به دست آورید.

حل:
:
: ( )

m qm q

n q n q

= × += + 
⇒ = + − = − × −

11

2 2

2 2 17 1017 5

17 3 5 5 17 15

طبق فرض
طبق فرض  

 ⇒ (2m - 5n) = 17 (2q1- 5q2) -5  

1
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 = 17 (2q1- 5q2) - 5 -17 + 17  

( )= − − + −


q

q q

3

1 217 2 5 1 17 5  



( ) ( )
q

m n q⇒ − = − +32 5 17 1 12  
q r= + ⇒ =17 12 12

افراز مجموعۀ   به کمک قضیه تقسیم
با توجه به قضیهٔ تقسیم، می دانیم که اگر a عددی صحیح و دلخواه باشد، با تقسیم آن بر عدد طبیعی b، و با توجه به اینکه 
باقی ماندهٔ تقسیم یعنی r در رابطهٔ r < b ≥ 0 صدق می کند، برای a برحسب r دقیقاً b حالت وجود دارد، مثلاً اگر عدد صحیح 
a را بر 5 تقسیم کنیم در این صورت یا a بر 5 بخش پذیر است، یعنی r = 0، یا باقی مانده تقسیم a بر 5 عدد 1 است یا ... یا 
باقی ماندهٔ تقسیم 4 است؛ به عبارت دیگر، ... = a یا a =5k +3 یا ...= a یا a =5k +1 یا a =5k پس می توان گفت هر عدد 

صحیح مانند a را می توان به یکی از پنج صورت فوق نوشت.
m نشان دهید که m را به یکی از دو صورت 2k یا 2k +1 )زوج یا فرد( می توان نوشت. ∈ مسئله 1: اگر 

حل: کافی است m را بر 2 تقسیم کنیم؛ در این صورت طبق قضیهٔ تقسیم خواهیم داشت:
m =2k + r  ,  0 ≤  r < 2 ⇒ m = ... یا m = ...  
مسئله 2: ثابت کنید اگر p >3 عددی اول باشد، آنگاه به یکی از دو صورت p =6k + 1 یا p =6k + 5 نوشته می شود.

حل: کافی است p را بر 6 تقسیم کنیم، در این صورت طبق قضیهٔ تقسیم خواهیم داشت:
p =6k            (1)  
p =6k +1      (2)  
p =6k +2      (3)  
p =6k +3      (4)  
p =6k +4      (5)  
p =6k +5      (6)  

p در حالت (1)، (3) و (5) زوج است و لذا با اول بودنِ آن تناقض دارد. در حالت (4) و با فاکتورگیری از 3 داریم:  
 p =3(2k +1)

یا ′  p =3k یا p|3 که با اول بودن p در تناقض است و لذا فقط حالت های (2) و (6) باقی می ماند و حکم اثبات می شود.
)توجه دارید که عکس مطلب فوق در حالت کلیّ برقرار نیست؛ مثلاً (1+4*6= 25) ولی 25 اول نیست.(

مسئله3: ابتدا ثابت کنید که هر عدد صحیح و فرد مانند a به یکی از دو صورت 4k +1 یا 4k +3 نوشته می شود، سپس 
نشان دهید که مربع هر عدد فرد به شکل (8t +1) نوشته می شود )باقی ماندهٔ تقسیم مربع هر عدد فرد بر 8، مساوی با 1 

است.(
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a و a فرد باشد، اگر a را بر 4 تقسیم کنیم خواهیم داشت: ∈ حل: فرض کنیم 
a =4k             (1)  
a =4k +1      (2)  
a =4k +2      (3)  
a =4k +3      (4)  

و   { }|A a a k= ∈ = +3 4 2 و   { }|A a a k= ∈ = +2 4 1 و   { }|A a a k= ∈ =1 4 مـجـمـوعـهٔ  )چـهـار 
 را افراز می کنند.( } مجموعهٔ  }|A a a k= ∈ = +4 4 3

a =4k +3 یا a =4k +1 حالت های ... و ... زوج بوده و لذا
) a =4k +1 ⇒ a2 =16k2 +8k +1 = 8 اگر )

′

+22


k

k k  +1=8k′ +1  

a =4k +3 ⇒ a2 =16k2+24k +9=16k2 +24k + 8 +1 اگر  
( )

t

a k k t⇒ = + + + = +2 28 2 3 1 1 8 1


 
تمرین

1  فرض می کنیم  c , b , a( ab = cd و d اعداد صحیح و ناصفرند( در این صورت پنج رابطهٔ عاد کردن از این تساوی 
نتیجه بگیرید.

.-a  |-b و -a   |b و a   |-b آنگاه a   |b ٢  ثابت کنید: اگر

٣  اگر a >1 و a   |9k +4 و a   |5k +3، ثابت کنید a عددی اول است.

25|16k2 +28k +6 :4|  5، ثابت کنیدk +1 باشد به طوری که  ٤  اگر عددی مانند k  در 

٥  آیا از اینکه a  |b و c  |d، همواره می توان نتیجه گرفت که a +c   |b +d؟

6  ثابت کنید: الف( هر دو عدد صحیح و متوالی نسبت به هم اول اند. ب( هر دو عدد صحیح و فرد متوالی نسبت به هم 
اول اند.

.)d  =1 و نتیجه بگیرید d  |1 و ثابت کنید (m , m +1) =d راهنمایی: فرض کنید(
.(p, q) =1 هر دو عدد اول باشند ثابت کنید q و p و p ≠ q ٧  اگر

a, ثابت کنید: b ∈ m, و  n ∈ ٨  اگر 
m ≤ n , a  |b ⇒ am  |bn  

٩  اگر باقی ماندهٔ تقسیم عدد a بر دو عدد 7 و8 به ترتیب 5 و 7 باشد، باقی ماندهٔ تقسیم عدد a را بر 56 بیابید.

1٠  اگر a عددی صحیح و فرد باشد و b  |a +2 در این صورت باقی ماندهٔ تقسیم عدد (a2 +b2 +3) بر 8 را بیابید.

3|n3 - n عددی صحیح باشد ثابت کنید n 11  اگر
.)3  |n3 - n و... در نظر بگیرید و در هر حالت ثابت کنید n =3k +1 و n =3k سه حالت n راهنمایی: برای(
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1٢  اگر در یک تقسیم، مقسوم و مقسومٌ علیه، هر دو بر عدد صحیح n بخش پذیر باشند، ثابت کنید باقی ماندهٔ تقسیم نیز همواره 
بر n بخش پذیر است.

13  اگر a عددی صحیح و دلخواه باشد ثابت کنید همواره یکی از اعداد صحیح a یا a +2 یا a +4 بر 3 بخش پذیر است.

14  ثابت کنید تفاضل مکعب های دو عدد صحیح متوالی عددی فرد است.

15  ثابت کنید حاصل ضرب سه عدد صحیح متوالی همواره بر !3 بخش پذیر است.

( )m ∈ 16  حاصل هر یک را به دست آورید: 
) )الف )[ , ] ,m m m2 5  

(2m , 6m3) )ب  

(3m + 1 , 3m + 2) )پ  

, )ت ( , )m m m 
 

7 2 3  

] )ث ]( , ) ,72 48 120  
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در درس قبل دیدیم که باقی مانده های تقسیم اعداد بر 4 عبارت اند از 0، 1، 2 و 3. حال اگر هر 
کدام از این باقی مانده ها را نمایندهٔ یک مجموعه  از اعداد در نظر بگیریم که باقی ماندهٔ تقسیم هر عضو 

آن مجموعه بر عدد 4، به ترتیب 0، 1، 2 و 3 باشد، داریم:
)مجموعهٔ اعدادی را که باقی ماندهٔ تقسیم آنها بر عدد m، مساوی با عدد r باشد با نماد m  [r] نشان 

می دهیم(
A0={x ∈   |x =4k} = {... , -8, -4,0,4, 8 , ... ,16, ...} =  [0]4  
A1={x ∈   |x =4k +1} = {... , -7, -3,1, 5, ... ,13, ... ,21, ...}=  [ 1 ]4  
A2={x ∈   |x =4k +2} = {... , -6, ... ,2, 6, 10, ...}=  [ 2 ]4  
A3={x ∈   |x =4k +3} = {... , -13, ... ,-5 , -1, 3, 7, 11, ...}=  [ 3 ]4  

  دو عضو دلخواه از مجموعهٔ A0 را درنظر بگیرید. آیا تفاضل این دو عدد مضرب 4 است؟ 1
آیا عدد  کنید.  را حساب  آنها  تفاضل  و  بگیرید  را درنظر  A1 دو عضو دلخواه   از مجموعهٔ    2

حاصل مضرب 4 است؟
  نتیجه ای را که از 1 و 2 گرفتید در حالت کلیّ برای هر دو عضو دلخواه از A1 اثبات کنید. 3

 فرض کنید , ( ) ( )
a k

a b A a b k
b

= +∈ ⇒ ⇒ − = − +
=

1
1 2

4 1
4 1



 

( ) |
k

a b k k⇒ − = − ⇒ −

3

1 24 4  



 

  آیا درست است که بگوییم اعضای مجموعهٔ A2 همگی در تقسیم بر عدد 4، باقی ماندهٔ یکسان  4
دارند؟ در مورد مجموعهٔ A3 چه می توان گفت؟

 هستند و بنابراین هر دو عدد  می دانیم مجموعه های A2 ، A1 ، A0 و A3 یک افراز برای مجموعهٔ 
صحیح، مانند a و b، یا هر دو به یکی از این چهار مجموعه تعلق دارند و یا هر کدام در یک مجموعه 

هم نهشتی در اعداد صحیح و کاربردها درس 3

فعالیت
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واقع اند )A2 ، A1 ، A0 و A3 اشتراکی با هم ندارند. چرا؟( و لذا اگر a و b هر دو در یک مجموعه از این چهار مجموعه باشند 
)باقی ماندهٔ تقسیم a و b بر 4 مساوی باشد یا اصطلاحاً a و b بر 4 هم باقی مانده باشند( همواره a -b |4 و اگر این طور نباشد 

. | a b−4

 b هم نهشت با a  « می گوییم ،m|a -b اگر ،b و a و هر دو عدد صحیح مانند m تعریف: برای هر عدد طبیعی مانند
. تعریف رابطهٔ هم نهشتی به پیمانهٔ m، به زبان ریاضی عبارت است از:

m
a b≡ است به سنج یا پیمانهٔ m«؛ و می نویسیم 

, , | ( )
m

a b a b m a b m∀ ∈ ≡ ⇔ − ∈   

, :مثال

,

 ≡ − ≡

− ≡ − ≡ −

5 6

10 3

12 2 11 1

295 5 23 7
 

یعنی  می بـاشد،   r با  بـرابـر   m طبیعی  عـدد  بـر  آنها  تقسیم  باقی ماندهٔ  کـه  صحیح  اعـداد  همهٔ  مجموعـهٔ  قـرارداد: 
} را کلاس یا دستهٔ هم نهشتی r به پیمانهٔ m می نامیم و با نماد m  [r] نمایش می دهیم. }|rA x x mk r = ∈ = +

برای استفاده از رابطهٔ هم نهشتی، ابتدا خواص و ویژگی های این رابطه را بررسی می کنیم که با توجه به تعریف این رابطه 
و خواص رابطهٔ عاد کردن، ویژگی های رابطهٔ هم نهشتی به راحتی اثبات می شوند. شما در کامل کردن اثبات ها شرکت کنید.

m
m

m

a c b c
a b

a c b c


+ ≡ +≡ ⇒ 

 − ≡ −

ویژگی 1: به دو طرف یک رابطهٔ هم نهشتی می توان عددی صحیح را اضافه یا از آن کم کرد.

| |
m

a b m a b m a c b c≡ ⇒ − ⇒ + − − اثبات: 
| ( ) ( ) ( ) ( )

m
m a c b c⇒ + − + ⇒ + ≡ +     

≡  (A3 ∋ [(1-) , 7[ یا (1-) - 7 |  4)  در این صورت اگر 5 واحد به دو طرف این  −
4

7 مثال: با توجه به فعالیت قبل، 1
هم نهشتی اضافه کنیم فاصلهٔ این دو عدد یا تفاضل آنها همچنان حفظ شده و همان 8 که مضرب 4 است باقی می ماند. به عبارت 

دیگر، اعدادحاصل یعنی 12 = 5 + 7 و 4 = 5 + 1- نیز هر دو در یکی از Ai ها قرار خواهند گرفت.

m m
a b ac bc≡ ⇒ ≡

ویژگی 2: دو طرف یک رابطهٔ هم نهشتی را می توان در عددی صحیح ضرب کرد.

اثبات:
| | ( ) |

m
a b m m a b m ac≡ ⇒ − ⇒ × − ⇒ −     

m
bc⇒ ≡  
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 )قانون حذف برای رابطهٔ 
m

a b≡ ، لزوماً نمی توان نتیجه گرفت که 
m

ac bc≡ تذکر: عکس ویژگی 2 برقرار نیست، یعنی اگر 
هم نهشتی در حالت کلیّ برقرار نیست( برای این مطلب یک مثال نقض بزنید.

m m
n na b a b≡ ⇒ ≡

( )∈n ویژگی 3: )دو طرف یک رابطهٔ هم نهشتی را می توان به توان n رساند.( 

| | ( ) ( ) ( )
m

n n n

c

a b m a b m a b a a b b− − −≡ ⇒ − ⇒ − + + + ≡ ⇒ ≡
3 3

1 2 1 3 35 2 5 2



مثال: 
اثبات: )از اتحاد (a  n    -1+an   -2b +...+ b  n-1)(a  -b) = (a n-b n) استفاده می کنیم(

| | ( ) ( ) ( )
m

n n n

c

a b m a b m a b a a b b− − −≡ ⇒ − ⇒ − + + + ≡ ⇒ ≡



1 2 1

 
|

m
n nm a b⇒ − ⇒ ≡   

≡ بنابراین نتیجه می گیریم که ...
4

5 3 ≡ ولی 
4

2 25 3 تذکر: می دانیم 

,

m

m m m

m

ac bd

a b c d a c b d

a c b d


≡

≡ ≡ ⇒ + ≡ +

 − ≡ −


1

2
3

ویژگی 4: دو طرف دو رابطهٔ هم نهشتی را که پیمانه های یکسان داشته باشند می توان با هم جمع یا از هم منها و یا 
در هم ضرب کرد.

)و , , )≡ ≡ ⇒ × ≡ × × ≡ ×
5 5 5 5

15 10 7 2 15 7 10 2 15 2 10 7
 

+  و ≡ + ⇒ ≡
5 5

15 7 10 2 22 12  
اثبات  1 :

| |
| ( ) ( )

| |

m c

m b

a b m m ac bc
m ac bc bd

c d m m bc

×
+

×


≡ ⇒ − ⇒ − ⇒ − + −

≡ ⇒ − ⇒ − 

 



    
|⇒ − ⇒ ≡ 

m
m ac bd  

اثبات   2   به عهدهٔ شما

,
m m m

a b b c a c≡ ≡ ⇒ ≡ ویژگی 5: 

|
| ( ) ( )

|

m

m

a b m a b
m a b b c

b c m b c


≡ ⇒ −  ⇒ − + −

≡ ⇒ − 

اثبات: 

|
m

m a c a c⇒ − ⇒ ≡  
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m
a r≡ تذکر مهم: اگر باقی ماندهٔ تقسیم a بر m مساوی با r باشد در این صورت 

m
a mq r a r= + ⇒ ≡  
( )= × + ⇒ ≡

11
179 11 16 3 179 3  

اثبات:
|

m
a mq r a r mq m a r= + ⇒ − = ⇒ − ⇒ ≡   

نتیجه 1: هرگاه بخواهیم کوچک ترین عدد نامنفی و هم نهشت با عدد a به پیمانهٔ m را مشخص کنیم، کافی است عدد a را 
بر m تقسیم کرده و باقی مانده را به دست آوریم.

 :مثال ?≡ →
11

296   
 .

m
a b≡ نتیجه 2: اگر دو عدد a و b تقسیم بر عدد طبیعی m، هم باقی مانده باشند در این صورت 

مثال: باقی ماندهٔ تقسیم عدد A=(27)7+19 را بر 13 بیابید.
( )= × + ⇒ ≡ ⇒ ≡ =

13 13
7 7

1

27 13 2 1 27 1 27 1 1


6 + 1 * 13 = 19  و  

⇒
با توجه به  1  و  2

⇒
با توجه به  1



( ) A r⇒ ≡ + ≡ + ≡ ⇒ =
13 13 13

7

2

19 6 27 19 1 6 7 7  
پس باقی ماندهٔ A بر 13، برابر با 7 می باشد.

مثال: باقی ماندهٔ تقسیم عدد A=(1000)13×12+10 را بر 7 بیابید.
,= × + ⇒ ≡ ≡ − ⇒ ≡ −

7 7 7
1000 7 142 6 1000 6 6 1 1000 و1  

( ) ( ) ( ) ( )⇒ ≡ − = − ⇒ × ≡ − × = −
7 7

13 13 131000 1 1 1000 12 1 12 12  
( ) ( ) ( ) ( )⇒ ≡ − = − ⇒ × ≡ − × = −

7 7
13 13 131000 1 1 1000 12 1 12 12  

)و ) ( ) ,⇒ × + ≡ − + =− − ≡
7 7

131000 12 10 12 10 2 2 5  

( ) r⇒ × + ≡ ⇒ =
7

131000 12 10 5 5  

m
m

m

a mt b mk
a b

a mt b mk


+ ≡ +≡ ⇒ 

 − ≡ −

ویژگی 6: می توان به دو طرف یا یک طرفِ یک رابطهٔ هم نهشتی هر مضربی از پیمانه را اضافه یا از آن کم کرد.

 :طبق فرض
m

a b≡          
   

m
a mt b mk

±
⇒ ± ≡ ±

             
 :می دانیم

m
mt mk≡  

 اگر به سمت چپ رابطه 15=5×3 و به سمت راست آن 25=5×5 واحد اضافه کنیم خواهیم داشت  ≡
5

7 2  مثال: می دانیم 
 که این رابطه برقرار است. ≡

5
22 27  یا  + ≡ +

5
7 15 2 25
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, ( , )

m
m d

ac bc c m d a b≡ = ⇒ ≡

ویژگی 7: اگر بخواهیم دو طرف یک رابطهٔ هم نهشتی را بر عددی تقسیم کنیم، باید پیمانهٔ آن هم نهشتی را بر ب م م آن 
عدد و پیمانه تقسیم کنیم. )این ویژگی را بدون اثبات می پذیریم( 

 در واقع قاعدهٔ حذف در هم نهشتی ها، برای هر عدد که نسبت 
m

a b≡  و 1= (c,  m) در این صورت 
m

ac bc≡ نتیجه مهم: اگر 
به پیمانه اول باشد، برقرار است.

. ≡
3

6 3  و چون 1= (3  ,4) پس  × ≡ ×
3

4 6 4 3 مثال: واضح است که 

فعالیت
همان طور که در دورهٔ ابتدایی آموختید عدد نویسی در مبنای 10 انجام می شود که در آن ارزش مکانی ارقام، ده تا ده تا درنظر 
گرفته می شود )ده تا یکی می شود ده تا و ده تا ده تایی می شود صد تا و ده تا صد تایی می شود هزار تا و ...( بنابراین به راحتی 

می توانیم هر عدد را در مبنای ده بسط بدهیم. به عنوان مثال عدد 1397 را می توان به صورت زیر بسط داد: 
1397 = 1×1000+3×100+9×10+7  

A⇒ ≡
2
1397 = 1×103+3×102+9×10+7  

  هر یک از دو عدد زیر را در مبنای ده بسط بدهید: 1
1388109 = 1×106+ ...  
13571122 =  

  باقی ماندهٔ تقسیم عدد A=1358112 را بر عدد 9 بیابید. 2

 و داریم: n ≡
9

10 1  و بنابر ویژگی های رابطهٔ هم نهشتی  ≡
9

10 می دانیم 1
A=1×106+3×105 + ... + ... + ... +1×10+2  

×
≡ ⇒ × ≡
9 1 9

6 610 1 1 10 1  
×

≡ ⇒ × ≡
9 3 9

5 510 1 3 10 3  
×

≡ ⇒ ≡
9 5 9

410 1    

≡ ⇒ × ≡
9 9

3 310 1 10   

≡ ⇒ × ≡
9 9

2 210 1 1 10   

≡ ⇒ × ≡
9 9

10 1 1 10   

 ≡
9

2 2   
A≡ + + + + + +

9
1 3 5 8 1 1 2 با جمع طرفین هم نهشتی ها داریم: 
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اگر دقت کنید سمت راست هم نهشتیِ اخیر مجموعِ ارقام A است. بنابراین می توان گفت »باقی ماندهٔ تقسیم هر عدد بر 9 برابر 
است با باقی ماندهٔ تقسیم مجموع ارقام آن عدد بر 9«

− را بسط دهید و در هم نهشتی به پیمانهٔ 9 به جای هر توان 10 عدد 1 را                       − −

− − −

=

=

1 2 3 2 1 0

1 2 3 2 1 0





n n n

n n n

A a a a a a a

A a a a a a a

عدد n رقمی 
قرار دهید، سپس همین نتیجه گیری را در حالت کلیّ بررسی کنید.

A=10n  -1×an  -1+...+...+...+102a 2+10 a 1+100a0  

nA a a a−⇒ ≡ × + + × +
9

1 1 01 1  
A⇒ ≡

9


 

کار در کلاس

عدد  تقسیم  باقی ماندهٔ  قبل،  فعالیت  مشابه  بنابراین،   ، , kk∀ ∈ ≡
3

10 1 می گیریم،  نتیجه   ، ≡
3

10 1 اینکه  به  توجه  با    1
A=  598348 را بر 3 بیابید و سپس یک قاعده کلیّ برای یافتن باقی مانده تقسیم و بخش پذیری اعداد n رقمی بر 3 بیان کنید.

. حال اگر در هم نهشتی به پیمانهٔ  n ≡ −
11

10 n و برای هر n فرد، 1 ≡
11

10 ؛ بنابراین برای هر n زوج، 1 ≡ −
11

10 ٢  می دانیم که 1
11 و در بسط عدد A=4985327 به جای توان های زوجِ عدد 10، عدد یک و به جای توان های فردِ عدد 10، عدد )1-( قرار 

دهیم باقی ماندهٔ تقسیم عدد A را بر 11 بیابید.
A=4×106+9×105+8×104+...+2×10+7  

( ) ( )A⇒ ≡ × + × − + × + + × − +
11

4 1 1 2 1 7     
A r⇒ ≡ − + − + − + = ⇒ =

11
7 2 3 5 8 9 4 6   

≡ در این صورت:
10

10  ≡ و 
5

10 ≡ و 0
2

10 3  می دانیم 0

 ; kk∀ ∈ ≡
2

10  k و  ≡
5

10  k و  ≡
10

10 0  
− به جای توان های عدد 10 )در هم نهشتی های به                                                                 −= 1 2 2 1 0n nA a a a a a بنابراین اگر در بسط هر عدد n رقمی مانند 

پیمانهٔ 2 و 5 و 10( صفر قرار دهیم خواهیم داشت:
A=10n  -1an  -1+10n  -2an -2+...+102a  2+10 a  1+a0  

nA a a a−⇒ ≡ × + + + × + +
2

1 2 00      

A⇒ ≡
2
 A و  ≡

5
 A و  a≡

10

0  
نتیجهٔ حاصل را برای یافتن باقی ماندهٔ تقسیم اعداد n رقمی بر 2 و 5 و 10 و شرط بخش پذیری بر این اعداد را بیان کنید.
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یکی از کاربردهای هم نهشتی در تقویم نگاری و محاسبهٔ روزهای هفته بر حسب تاریخ داده شده است. به عنوان مثال: اگر 
اول مهر ماه در یک سال یکشنبه باشد، 22 بهمن در همان سال چه روزی از هفته خواهد بود؟ برای پاسخ دادن به سؤالاتی 

شبیه این سؤال فعالیت زیر را انجام دهید.

فعالیت
می دانیم هر روز از روزهای هفته، مثلاً شنبه، پس از گذشت 7 روز دوباره تکرار می شود. به عنوان مثال اگر 12 فروردین در 
یک سال یکشنبه باشد در این صورت 7+12=19 فروردین و 7+19=26 فروردین نیز یکشنبه می باشد. در بحث تقویم و روزهای 
هفته دقت دارید که شش ماه اولِ سال همگی 31 روزه و شش ماه دومِ سال غیر از اسفند )که، به جز سال کبیسه، 29 روز است( 

همگی 30 روزه می باشند.
حال فرض کنید در یک سال 9 دی ماه1 یکشنبه باشد، در همان سال 28 دی ماه چند شنبه است؟

با توجه به مطالب مذکور 16 دی و 23 دی یکشنبه بوده و کافی است از 23 دی تا 28 دی 5 روز بعد را حساب کنیم که به 
روز ... می رسیم.

  ≡
7

19 5 حال اگر فاصلهٔ 9 دی تا 28 دی را حساب کنیم )19=9-28( مشاهده می شود که 19 روز فاصله داریم و چون 
لذا کافی است یکشنبه را مطابق جدول مقابل مبدأ فرض کرده 
و مشخص کنیم که 5 روز بعد چه روزی از هفته است یا عدد 5 

متناظر با کدام روز است.

  اگر در یک سال، اول مهر شنبه باشد در این صورت 12  1
بهمن در همان سال چه روزی است؟

29 روز در مهر ماه و سه ماه آبان، آذر و دی و 12 روز تا 12 بهمن، 
 d   =29+3×30+12=131 فاصلهٔ 1 مهر است تا 12 بهمن؛ یعنی

 و با توجه به جدول فوق روز متناظر با عدد ... پنجشنبه است، یعنی 12 بهمن در آن سال پنجشنبه است. ≡
7

131  از طرفی 
  از روی تقویم سال جاری روز هفته را برای هفتم تیر مشخص کنید و با توجه به آن و به روش فوق مشخص کنید که 22  2

بهمن در سال جاری چه روزی از هفته  خواهد بود. درستی پاسخ خود را از روی تقویم نیز بررسی کنید.

معادلۀ هم نهشتی

 را یک معادلهٔ هم نهشتی می نامیم؛ و منظور 
m

ax b≡ تعریف: یک رابطه هم نهشتی همراه با مجهولی چون x به فرم 
 .

m
ax b≡0 x است که در این معادله صدق کنند، یعنی  ∈0  از حل معادلهٔ هم نهشتی پیدا کردن همهٔ جواب هایی چون 

( , )a b ∈

1ــ 9 دی ماه روز بصیرت نام گذاری شده است.

شجپچسدی

0123456

جپچسدیش

0123456
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x را درنظر بگیرید. در این معادله x می تواند 2 یا 5 باشد. عدد بعدی که می تواند به جای x قرار  ≡
3
2 به عنوان مثال، معادلهٔ 

بگیرد و در معادله صدق کند عدد 8 است و اگر بخواهیم تمام جواب های این معادله یا جواب های عمومی آن را داشته باشیم 
کافی است از تعریف هم نهشتی استفاده کنیم،

| ( )x x x k x k≡ ⇒ − ⇒ − = ⇒ = +
3
2 3 2 2 3 3 2  

،k ∈  که اگر k را به ترتیب صفر و 1 و 2 قرار بدهیم همان جواب های x0=2 و x0=  5 و x0=  8 را به دست می آوریم و برای هر 
برای  باشد  از یک  x عددی غیر  اگر ضریب  و  x عدد یک است  معادلهٔ فوق ضریب  به دست می آید. در  معادله  برای  جوابی 
دست یابی به جواب های عمومی معادله باید ضریب x را حذف کنیم که ویژگی های 5 و 6 و نتیجه ویژگی 6 به ما کمک می کنند.

x را به دست آورید. ≡
5

4 17 مثال: جواب های عمومی معادلهٔ 

,x x≡ ≡ ⇒ ≡
5 5 5

4 17 17 2 4 2  
ویژگی 5

( )x⇒ ≡ + ×
5

4 2 2 5  
( , )

x x
=

⇒ ≡ ⇒ ≡ ×
4 5 15 5

4 12 4 4 3  

x x k⇒ ≡ ⇒ = +
5

3 5 3  

(5|x   -3 ⇒ x   -3=5k ⇒ x =5k   +3)  
مثال: همهٔ اعداد صحیحی را بیابید که  سه برابر آنها منهای 13 بر 7 بخش پذیر باشند.

x ≡
7

3 13 حل: اگر آن عدد را x فرض کنیم باید 3x    -13|7 یا 
x x≡ ⇒ ≡ − =

7 7
3 13 3 13 7 6  
( , )

x x k
=

⇒ ≡ × ⇒ = +
3 7 1 7

3 3 2 7 2  

 دارای جواب است اگر و فقط اگر b| (a,  m). این قضیه را بدون اثبات می پذیریم.
m

ax b≡ قضیه: معادلهٔ هم نهشتی 

 همواره دارای جواب است.
m

ax b≡ نتیجه: اگر 1=(a,  m) چون برای هر b، همواره b|1 پس معادلهٔ 
x دارای جواب است. چرا؟ ≡

6
4 18 3| و معادلهٔ  x دارای جواب نیست زیرا، 3=(6,9) و 11 ≡

9
6 مثال: معادلهٔ 11

این معادله را حل کنید:
, ( , )x x≡ ⇒ × ≡ × =

6 6
4 18 2 2 2 9 2 6 2  
ویژگی 6

x⇒ ≡

6
2

2 9  
x⇒ ≡

3
2 9  
x⇒ ≡ + =

3
2 9 3 12  

x x k⇒ ≡ × ⇒ = +
3

2 2 6 3 6  



٢6فصل اوّل: آشنایی با نظریه اعداد

حل معادلات سیّاله و کاربردهای آن

فعالیت
1  آیا می توانید یک کیسهٔ 19 کیلویی را با وزنه های 3 و 4 کیلویی وزن کنید؟ )می توانید از یکی از دو وزنه یا هر دو با هم 

استفاده کنید و از هر وزنه به تعداد کافی در اختیار داریم(
یک جواب مسئله استفاده از 4 وزنهٔ 4 کیلویی و یک وزنهٔ 3 کیلویی است.

4×...+1×3=...  
آیا برای این مسئله می توانید یک جواب دیگر بیابید؟

1×...+...× 5=19  
در واقع شما به دنبال جواب های حسابی )صحیح و نامنفی( برای معادلهٔ x  +3×y  =19×4 هستید.

)  x تعداد وزنه های 4 کیلویی به کار رفته و y تعداد وزنه های 3 کیلویی به کار رفته است(
٢  اگر در قسمت قبل بخواهیم فقط از وزنه های 2 و 4 کیلویی استفاده کنیم آیا عمل توزین امکان پذیر است؟

باید جواب هایی چون y∈W و x بیابیم که ... =   x +...×y× ... چون مجموع دو عدد زوج همواره ... است پس چنین 
x و y ای در W وجود ندارد.

c و b و a در  ∈ تعریف: هرگاه بخواهیم جواب های معادلهٔ ax +by =c یعنی x و y را در اعداد صحیح بیابیم و 
این صورت معادلهٔ مذکور (ax +by =c) را یک معادلهٔ سیّاله درجهٔ اول یا خطی می نامیم.

تبدیل یک معادلۀ سیّاله به معادلۀ هم نهشتی
معادلهٔ سیّالهٔ ax +by =c دارای دو مجهول است و به دو صورت می تواند به یک معادلهٔ هم نهشتی )با مجهول x یا y( تبدیل 

شود:
ax +by =c ⇒ ax -c =(-b  )y ⇒ -b  |ax -c ⇒ b  |ax -c  

( ) , ( )
b b

ax c b ax c b
−

⇒ ≡ > ≡ <0 ) و 0 ) , ( )
b b

ax c b ax c b
−

⇒ ≡ > ≡ <0 0  یا 
| |b

ax c≡   
,

a a
by c by c

−
≡ , و ≡

a a
by c by c

−
≡ ≡ و به طریق مشابه می توان نوشت: 

تذکر: با توجه به قضیهٔ قبل نتیجه می گیریم که »شرط لازم و کافی برای آنکه معادلهٔ سیالهٔ ax + by = c دارای جواب 
(a , b) | c ،باشد آن است که
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کار در کلاس

1  با تبدیل معادلهٔ سیالهٔ 4x + 5y =9 به معادلهٔ هم نهشتی و حل آن، جواب های عمومی این معادلهٔ سیاله را بیابید.

x y x+ = ⇒ ≡4 5 9 4


  
x x⇒ ≡ − ⇒ ≡

5 5
4 9 4 4  

x x k⇒ ≡ ⇒ = +
5

5   
⇒ 4(5k  +1) + 5y =9  
⇒ 20k +4 + 5y =9  
⇒ 20k + 5y =5  
⇒ 4k   +y   =1 ⇒ y k= +1  

٢  در قسمت 1 فعالیت قبل مشخص کنید به چند طریق می توان عمل وزن کردن را انجام داد.
k که x و y منفی نباشند تعداد  ∈ کافی است جواب های عمومی معادلهٔ 4x + 3y =19 را )بر حسب k( بیابیم و به ازای هر 

حالت ها را شمارش کنیم:
x y x+ = ⇒ ≡4 3 19 4



  

x x⇒ ≡ ⇒ ≡ +
3 3

4 1 4 1   

x x k⇒ ≡ × ⇒ = +
3

4 4 1 3 1  
( )k y⇒ + + =4 3 1 3 19  

⇒ 12k  +4 + 3y =19  
⇒ 12k +3y =... ⇒ ... + y =5  

y k⇒ = − +4 5  

,
x x

k k
y y

= = 
= ⇒ = ⇒ = = 

1 4
0

5 1
و  

به ازای k   =2 و بیشتر از آن y   <0 و به ازای k   = -1 و کمتر از آن x  <0 که قابل قبول نمی باشند و لذا به دو صورت فوق 
می توان این کیسهٔ 19 کیلویی را وزن کرد.

مثال: به چند طریق می توان 18000 تومان را به اسکناس های 2000 و 5000 تومانی تبدیل کرد؟
تعداد  با  است  معادل  مثال  این  کنیم حل  تومانی فرض  و 5000  اسکناس های 2000  تعداد  به ترتیب  را   y و   x اگر  حل: 

2000x + 5000y = 18000 جواب های نامنفی
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x y+ =2000 5000 18000  
x y⇒ + =2 5   

x⇒ ≡   ≡
5 5

2 18 18 

و  

x⇒ ≡ ×
5

2 2 4  

x x k⇒ ≡ ⇒ = +
5

5 4  

( )k y⇒ + + =2 5 4 5 18  

k y⇒ + + =10 8 5 18  

k y y k⇒ + = ⇒ = − +10 5 10 2 2  

,
x x

k k
y y

= = 
= ⇒ = ⇒ = = 

4 9
0 1

2 0
و  

)فقط به ازای 1 و k   = 0 برای x و y جواب ها نامنفی هستند(

پس به دو طریق امکان تبدیل کردن 18000 تومان به اسکناس های 2000 و 5000 تومانی، وجود دارد.
مثال: در یک رستوران فقط دو نوع خورش قورمه سبزی و قیمه وجود دارد. اگر 5 نفر وارد این رستوران شوند به چند 

طریق می توانند سفارش غذا بدهند؟ )هر نفر فقط یک پرس غذا میل می کند(
حل: اگر تعداد چلو خورش قورمه سبزی و چلو خورش قیمهٔ سفارش داده شده را به ترتیب با x و y نشان دهیم خواهیم داشت:

x y x x k+ = ⇒ ≡ ⇒ = +
1

5 5   
k y y⇒ + + = ⇒ =5 5   

} و لذا به 6 طریق می توانند سفارش غذا بدهند. }, , , , ,k ∈ − − − − −0 1 2 3 4 5 چون y و x اعدادی نامنفی هستند پس باید 
مثال: تیراندازی به سمت یک هدف، شامل دو دایرهٔ هم مرکز، تیراندازی می کند. اگر او تیر را به 
دایرهٔ با شعاع کوچک تر بزند 5 امتیاز و اگر به دایرهٔ بزرگ تر و خارج دایرهٔ کوچک تر بزند 3 امتیاز 
می گیرد. اگر او کمتر از 15 تیر انداخته و همهٔ تیرها  به داخل دایرهٔ بزرگ تر اصابت کرده باشد و در 

پایان 42 امتیاز گرفته باشد چند حالت برای او در این تیراندازی می تواند ثبت شود؟
حل: اگر x و y را به ترتیب تعداد اصابت ها به دایره کوچک تر و بزرگ تر فرض کنیم، داریم:

x y x+ = ⇒ ≡
3

5 3 42 5 42  

x x⇒ ≡ + ⇒ ≡ ×
3 3

5 42 3 5 5 9  

x k⇒ = +3 9  

( )k y+ + =5 3 9 3 42  

k y⇒ + + =15 45 3 42  

5

3
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k y y k⇒ + = − ⇒ = − −15 3 3 5 1  

{ }, , , , ,
x x x

x y W k
y y y

= = =  
∈ ⇒ ∈ − − − ⇒   = = =  

6 3 0
1 2 3

4 9 14  

)x =6 و y =4 یعنی تیرانداز 6 تیر را به دایرهٔ کوچک تر و 4 تیر را به دایرهٔ بزرگ تر زده است(.

تمرین

1  عدد 1398 به کدام دستهٔ هم نهشتی به پیمانهٔ 9 تعلق دارد؟

، ثابت کنید فقط یکی از سه حالت زیر امکان پذیر است ∈k ٢  اگر 

≡k
3

k≡ یا 0
3

1 k≡ یا 
3

2  
)k ∈ [2]3 یا k ∈ [1]3 یا k ∈ [0]3 ،به عبارت دیگر(

. ≡
n

a b ≡ و n  |  m ثابت کنید 
m

a b 3  اگر 

. ≡
d

a c ≡ و d = (m  ,  n) در این صورت ثابت کنید 
n

b c ≡ و 
m

a b 4  فرض کنیم، 

. ≡
m

a b 5  ثابت کنید: اگر باقی مانده های تقسیم دو عدد a و b بر m مساوی باشند آن گاه 

6  عکس تمرین 5 را بیان و اثبات کنید.

٧  با استفاده از بسط دو جمله ای خیّام یعنی، 

( ) − − −         
+ = × + × + × + × + + ×         

         


n n n n n nn n n n n
a b a a b a b a b b

n
1 2 2 3 3

0 1 2 3  

. ( )+ ≡ +
ab

n n na b a b , همواره  ∈a b n∋ و  ثابت کنید که برای هر 

٨  با توجه به تمرین 7 ثابت کنید عدد 51 12-1151-51 23 بر عدد 132 بخش پذیر است.

9  باقی مانده تقسیم عدد A = (211 + 7) * 9 را بر 23 بیابید.

10  اگر دو عدد (3a - 5) و (4a - 7) رقم یکان برابر داشته باشند رقم یکانِ عدد (9a + 6) را به دست آورید.

11  باقی مانده تقسیم عدد !A = 1! + 2! + 3! + ... + 500 را بر 10 به دست آورید )رقم یکان A را بیابید(

1٢  جواب های عمومی معادلهٔ سیالهٔ خطی x + 5 y = 11 7 را به دست آورید.

13  به چند طریق می توان 29000 تومان را به اسکناس های 2000 و 5000 تومانی تبدیل کرد؟



30فصل اوّل: آشنایی با نظریه اعداد

14  معادله های هم نهشتی زیر را در صورت امکان حل کرده و جواب های عمومی آنها را به دست آورید.

x≡ )الف
11

423 79  

x≡ )ب
12

8 20  

x≡ )ج
6

51 11  

15  اگر اوّل مهر ماه در یک سال روز یکشنبه باشد، 7 اسفندماه در همان سال چه روزی از هفته است؟

16  اگر 12 بهمن در یک سال جمعه باشد، 31 مرداد ماه در همان سال چه روزی از هفته است؟

1٧  همهٔ اعداد صحیح چون a را بیابید که 5 برابر آنها به علاوهٔ 9 بر 11 بخش پذیر باشد.

1٨  به چند طریق می توان یک کیسهٔ 23 کیلویی را با وزنه های 3 و 5 کیلویی وزن کرد؟

19  به چند طریق می توان از بین دو نوع گل یک دسته گل شاملِ 9 شاخه به دلخواه انتخاب کرد؟

٢0  شخصی در یک مسابقهٔ علمی شرکت کرده است. او به سؤالات 7 امتیازی و 9 امتیازی پاسخ داده و مجموعاً 73 امتیاز 

کسب کرده است. این شخص به چه صورت هایی توانسته این امتیاز را به دست آورد؟ )پاسخ به هر سؤال یا امتیاز کامل دارد 
و یا امتیازی ندارد(
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گراف و مدل سازی2
1  معرفی گراف

2  مدل سازی با گراف

بخشی از نقشه شهر مشهد مقدس

نظریهٔ گراف یکی از موضوع های 
مهم در ریاضیات گسسته است که 
به مطالعهٔ مدل سازی مسائل به وسیلهٔ 
گراف ها و مطالعهٔ آنها می پردازد. در 
واقع گراف مدلی ریاضی برای یک 
مجموعهٔ گسسته است که اعضای آن 
به طریقی به هم مرتبط هستند. اعضای 
این مجموعه می توانند انسان ها، 
شهرها، اتم ها و... باشند و در هر 
مورد نوعی از ارتباط بین اعضا 
مد  نظر است و با توجه به آن ارتباط 
مسئلهٔ مورد نظر با گراف مدل سازی 
شده و مورد بررسی قرار می گیرد.

س
مقد

هد 
مش

هر 
ه ش

قش
ز ن

ی ا
خش

ب

https://www.roshd.ir/112215-2
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معرفی گراف درس 1

در اوایل قرن هجدهم، معمایی فکر برخی از اهالی شهر کونیگسبرگ )در حال حاضر در روسیه( 
را به خود مشغول کرده بود.

رودخانهٔ این شهر که از میان شهر عبور می کرد مانند آنچه در شکل زیر می بینید، شهر را به چند 
قسمت تقسیم می کرد. برخی از مردم این شهر کنجکاو بودند که بدانند آیا می توان با حرکت از یک 

نقطه از شهر و دقیقاً یکبار عبور از هر کدام از پل ها، به نقطهٔ شروع حرکت بازگشت؟

از شکل  این مسئله  برای حل  برجستهٔ سوئیسی،  ــ 1707(، ریاضی دان  اویلر1 )1783  لئونارد 
زیر، که امروزه به آن »گراف« می گوییم، کمک گرفت و با استفاده از استدلال ثابت کرد که این کار 

امکان پذیر نیست.
اگر چهار ناحیهٔ  x و y و z و w را با 4 نقطه نمایش دهیم 
نقاط متناظر  ناحیه قرار دارد  بین دو  به ازای هر پل که  و 
به دست  مقابل  شکل  نماییم  وصل  هم  به  را  ناحیه ها  آن  با 
می آید که گرافِ حاصل از مدل سازی مسئلهٔ مذکور است. 
مدل سازی بسیاری از مسائل با گراف، دسته بندی منظم و 

تفکر منطقی دربارهٔ آنها را آسان تر می نماید.
اگرچه بیشتر مورخان تاریخ ریاضی شروع بحث گراف را از این مسئلهٔ اویلر می دانند، اما بی تردید 
Leonhard Euler ــ1 

شکل ١

شکل 2
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متفکران و ریاضی دانان دیگری پیش از آن تاریخ نیز برای حل مسائل از مدل سازی با گراف بهره گرفته اند. به طور مثال در 
 ـ  925 خورشیدی( مسئله ای به این صورت طرح کرد: حدود 100 سال پیش از آن شیخ  بهایی، ریاضی دان ایرانی1 )1000 ـ

سه خانه و سه چاه آب، مانند شکل مقابل مفروض اند. آیا می توان از 
هر چاه به هر خانه یک کانال آب حفر کرد به طوری که هیچ دو کانالی 

یکدیگر را قطع نکنند؟
حل این مسئله هم ارتباط نزدیکی به مباحث گراف دارد. اگر خانه ها 
منحنی ها  یا  با خط ها  را  کانال ها  و  کنیم  نقطه مشخص   6 را  چاه ها  و 
نقاط  از  3 عضوی  مجزای  مجموعهٔ  دو  این صورت  در  دهیم  نمایش 
باید نقاط مجموعهٔ اوّل به تک تک نقاط مجموعهٔ دوم وصل  داریم که 
شوند. شکل حاصل از این کار یک گراف است و می توان نشان داد که 

این کار نشدنی است و لااقل دو تا از خط ها یکدیگر را قطع می کنند.
حال به مثالی از تحلیل یک وضعیت به کمک گراف می پردازیم.

مثال: 5 تیم فوتبال d ،c ،b ،a و e در یک گروه قرار دارند و تیم ها دوبه دو با هم بازی می کنند و برخی از این بازی ها انجام 
شده است و اطلاعات زیر را داریم:

تیم a تیم های b و e را برده و به c باخته است.
تیم b به a باخته و از d برده است.
تیم c از تیم های a و e برده است.

تیم d به تیم های b و e باخته است.
تیم e به a و c باخته و از تیم d برده است.

برای نمایش تمام اطلاعات بالا به صورت خلاصه، از نموداری به شکل 4 
استفاده می کنیم که به ازای هر تیم یک نقطه می گذاریم و هر دو نقطه را به هم 
وصل می کنیم اگر و تنها اگر تیم های مربوط به آنها با هم بازی کرده باشند؛ و 
جهت خط یا منحنی ای که دو نقطه را به هم وصل می کند باید از تیم برنده به 

سمت تیم بازنده باشد.
حال با یک نگاه به نمودار رسم شده، علاوه بر دریافت اطلاعات بالا به 

سادگی به سؤال های زیر نیز می توان جواب داد. 
ــ مشخص کنید هر تیم با کدام تیم ها بازی نکرده است.

تا اینجا انجام شده  ــ اگر هر برد 3 امتیاز داشته باشد در بازی هایی که 
است کدام تیم ها بیشترین امتیاز را کسب کرده اند؟

1ــ دکتر مهدی بهزاد، متولد 1315، ریاضی دان مشهور ایرانی، یکی از پیشگامانِ نظریه گراف در ایران است. بسیاری از پژوهش گران در این زمینه او را پدر علم گراف 
در ایران می دانند.

چاه ها

 خانه ها

شکل 3

شکل 4
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مسئله: سؤال دیگری مطرح کنید که با دیدن نمودار گرافِ مثال قبل بتوان به آن جواب داد.
همان طور که دیدیم یک گراف متشکل است از مجموعه ای از نقاط 
و مجموعه ای از پاره خط ها، که به هر یک از این نقاط رأس و به هر 
یک از پاره خط ها یال می گوییم. توجه کنید که یال ها لازم نیست حتماً 
پاره خط راست باشند و می توانند به صورت منحنی نیز باشند و در هر 
سرِ یال باید رأسی قرار داشته باشد. همان طور که دیدیم یک گراف را 
با نمادهای  نیز می توان آن را  با رسم نمودارِ آن نشان داد و  می توان 
تعریف مقدماتی و  به شکلی ساده چند  ادامه  ریاضی معرفی کرد. در 

نحوهٔ نمایش یک گراف را بررسی می کنیم.

گراف G را با 9 رأس و 10 یال، مانند شکل 5، در نظر می گیریم و با بررسی آن برخی تعاریف را نیز مطرح می نماییم.
با توجه به اینکه یک گراف مجموعه ای از رئوس1 و یال هاست می توان به جای نمایش آن با شکل بالا، با نمادهای ریاضی 

مجموعهٔ یال ها و رئوس آن را به صورت زیر نمایش داد.
G 2  مجموعهٔ رأس های گرافV   (G  ) = {v 1 , v 2 , ... , v 8 , v 9}  
G 3 مجموعهٔ یال های گرافE   (G  ) = {v  1v 2 ,  v 1v 4 ,  v 1v 8 ,  v 2v 3 ,  v 2v 5 ,  v 4v 5 ,  v 4v 6  ,  v 5v 7 ,  v 6v 8 ,  v 7v 8}  

به وضوح، با داشتن شکلِ گراف، شما می توانید مجموعه های V   (G  ) و E   (G  ) را بنویسید و همچنین با داشتن دو مجموعهٔ 
) نیز نمایش می دهیم(  )V G ) )تعداد اعضای مجموعهٔ V   (G  ) که آن را با  )( )n V G V   (G  ) و E   (G  ) می توانید ابتدا به تعداد 

نقطه )رأس( مشخص نمایید و سپس با توجه به E   (G  ) رأس های متناظر را به هم وصل نمایید.

همان طور که در مثال تیم های فوتبال ملاحظه کردید گاهی اوقات لازم است برای یال ها جهت تعیین کنیم. 
به گرافی که برای یال های آن جهت تعیین شده باشد، گراف جهت دار می گوییم. در این حالت 
برای نمایش اینکه جهت یک یال از سمت کدام رأس به سمت کدام رأس است یال ها را با زوج مرتب 
نمایش می دهیم. به طور مثال مجموعهٔ رئوس و یال های گراف جهت دار شکل 6 را این گونه نمایش 

می دهیم.

V = {a , b , c , d}    { }( , ) ,( , ) ,( , ) ( , )E a b a c c a d b

کار در کلاس

ــ دو مجموعهٔ V   (G  ) و E   (G  ) به صورت زیر داده شده اند. با توجه به آنها شکل گراف مورد نظر را بکشید.
V   (G  ) = {v 1 , v 2 , ... , v 6}  V   (G  ) = {a , b , c , d}  

)الف )ب   
E   (G  ) = {v 1v 4 ,  v 2v 5 ,  v 6v 1 ,  v 5v 1}  E   (G  ) = {(a  ,  b) , (b  ,  c) , (c ,  b) , (c  ,  d  ) , (d  ,  a)} 

G

شکل 5

شکل 6

1ــ مجموعه رئوس گراف همواره ناتهی در نظر گرفته می شود.                                                                         
 ـ 2  ـ Vertex  3 ـ    Edge ـ
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V  (G1) = {                 }  V  (G2) = {                 }  
E  (G1) = {                                }  E  (G2) = {                                }  

) را مرتبهٔ آن گراف می گوییم و با p   (G  ) نمایش  )V G  مرتبه و اندازۀ یک گراف: تعداد رأس های گراف G یعنی 
) را اندازهٔ گراف G می گوییم و با q   (G  ) نمایش می دهیم. معمولاً برای راحتی کار  )E G می دهیم و تعداد یال های گراف یعنی 
به جای p   (G  ) از p و به جای q   (G  ) از q استفاده می کنیم. به طور مثال گراف های نمایش داده شده در شکل 7 از مرتبهٔ 5 و 

.q = 6 و p = 5 اندازهٔ 6 هستند. بنابراین

 درجۀ یک رأس: درجهٔ رأس v در گراف G برابر است با تعداد یال هایی از 
گراف G که به رأس v متصل اند و آن را با degG   (v   ) یا به طور ساده تر با deg   (v   ) یا 
d   (v   ) نمایش می دهیم. اگر درجهٔ یک رأس فرد باشد آن را رأس فرد و اگر زوج باشد 

آن را رأس زوج می نامیم. به طور مثال در شکل مقابل داریم:
deg    (v  1) = 3      ,      deg   (v  5 ) = 4

 گراف K ـ منتظم: گرافی را که درجهٔ تمام رئوس آن با هم مساوی و برابر با عدد k باشند، 
گراف k - منتظم می نامیم. مثلاً گراف شکل 9 یک گراف 6 رأسیِ 3 - منتظم است.

   رأس تنها: به رأسی که درجهٔ آن صفر باشد؛ یعنی هیچ یالی به آن متصل نباشد، رأس تنها )یا 
ایزوله( می گوییم. 

 گرافی را که تمام رئوس آن رأس تنها باشند، یعنی هیچ یالی نداشته باشد، گراف تهی می نامیم. بنابراین منظور از گراف 
تهیِ n رأسی، گرافی شامل n رأسِ تنها و بدون یال است.

شکل 9

شکل 8

شکل 7

توجه: برای رسم نمودار یک گراف )شکل گراف( روش یکتایی مدنظر نیست. آنچه مهم است این است که باید مشخص 
باشد که گراف مورد نظر چند رأس و چند یال دارد و کدام یال به کدام رئوس متصل است. به طور مثال با نوشتن مجموعه های 

V   (G  ) و E   (G  ) برای هر یک از شکل های زیر، نشان دهید هر دو یک گراف را نمایش می دهند.
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کار در کلاس

درجهٔ سایر رئوسِ گرافِ شکل 8 را بنویسید و مشخص کنید کدام رئوس فرد و کدام رئوس زوج اند.

بین دو رأس از یک گراف ممکن است بیش از یک یال وجود داشته باشد. همچنین 
یک یال ممکن است یک رأس را به خودِ آن رأس وصل نماید که در این صورت به 
این یال طوقه1 گفته می شود. این دو مورد در شکل 10 نمایش داده شده اند. گرافی 
را که در آن هیچ یک از این دو مورد اتفاق نیفتاده باشد را گراف ساده می گوییم. 
دیدیم که گراف حاصل از مدل سازی پل کونیگسبرگ یک گراف ساده نیست. ما در 
این کتاب فقط گراف های ساده را بررسی خواهیم کرد و از این به بعد منظورمان از 

گراف، گراف ساده است.

 دو رأس مجاور )همسایه(: دو رأس u و v را دو رأسِ همسایه یا مجاور گوییم 
هرگاه توسط یالی به هم وصل شده باشند، یعنی u v ∈E   (G  ). به طور مثال در گراف 
 v4 و v3 و v1 با رئوس v2 همسایه است و رأس v5 و v2 با رئوس v1 شکل 11، رأس

همسایه است.

توجه: در زمان رسم نمودار یک گراف توجه داشته باشید که هیچ یالی خودش را 
قطع نکند و همچنین هیچ یالی نباید از روی رأسی که مربوط به دو سر آن یال نیست 

عبور نماید.

 مجموعهٔ همسایه های یک رأس: فرض کنیم v ∈ V  (G  )، به مجموعهٔ رأس هایی از گراف G که به رأس v متصل 
هستند، »همسایگی باز رأس v« می گوییم و با NG  (v) نمایش می دهیم. اضافه کردنِ خودِ رأسِ v به NG  (v) »همسایگی بستهٔ 

رأس v« را به دست می دهد که آن را با NG  [v] نمایش می دهیم. می توان این دو مجموعه را به صورت زیر نمایش داد:
NG  (v) = {u ∈ V  (G  ) : uv ∈ E  (G   )}  

[ ] ( ) { }G GN v N v v=   
به طور مثال در گراف شکل 12 داریم:

NG (a) = {b}                             NG  [a] = {a , b}  

NG  (c) = {b , d , g}                   NG [c] = {b , c , d , g}  

NG  (f      ) = ∅                               NG  [   f    ] = {f    }  

 دو یال مجاور: دو یال را مجاور گوییم هرگاه رأسی وجود داشته باشد که هر دوی آنها 
به آن متصل باشند. به طور مثال در شکل 12، یال های bc و cd مجاوراند.

شکل 10

شکل 11

شکل 12

a

b

c

d

e

f
g

 ـ 1     Loop ـ
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بین  در  عدد  بزرگ ترین  گراف:  یک  درجۀ  کوچک ترین  و  بزرگ ترین   
نمایش   δ  (G  ) با  را  آنها  کوچک ترینِ  و   ∆  (G  ) با  را   G گراف  رئوس  درجات 
می دهیم و به ترتیب آنها را ماکزیمم و مینیمم درجهٔ گراف می نامیم. به طور مثال در 

گراف شکل 13 داریم:

∆   (G  ) = 3          ,          δ   (G  ) = 0

آن  G گرافی است که مجموعهٔ رئوس  از گراف   زیرگراف: یک زیرگراف 
زیرمجموعه ای از مجموعهٔ رئوس گراف G، و مجموعهٔ یال های آن زیرمجموعه ای 
از مجموعهٔ یال های G باشد. به طور مثال گراف های G1 و G2 و G3 که در شکل 

15 آمده اند، زیرگراف هایی از گراف G در شکل 14 هستند.

شکل 13

شکل 14

شکل 15

شکل 16

G نمایش می دهیم گرافی است که مجموعهٔ رئوس آن همان   مکمل یک گراف: مکمل گرافی مانند G که آن را با G   c یا 
مجموعهٔ رئوس گراف G است و بین دو رأس از G   c یک یال است اگر و تنها اگر بین همان دو رأس در G یالی وجود نداشته 

باشد. در شکل 16 یک گراف و مکملش نمایش داده شده است.

a

a

b

b

e

e

c

c
d

d

_
G G
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) به ترتیب درجهٔ رأس v در گراف های  )Gd v  و d G   (v   ) یک رأسِ آن باشد و v رأس و n یک گراف با G مسئله 1: اگر
) را به دست آورید. ) ( ) + G Gd v d v G باشند، مقدار  G و 

مسئله 2: یک گراف n رأسی حداکثر چند یال می تواند داشته باشد؟
) را به دست آورید. ) ( )+q G q G مسئله 3: اگر G یک گراف n رأسی باشد، مقدار 

 گراف کامل: گرافی را که هر رأس آن با تمام رئوسِ دیگرِ، مجاور باشد گراف کامل می نامیم. گراف کاملِ n رأسی را با 
 ـمنتظم است. Kn نمایش می دهیم. می توان گفت Kn یک گراف n رأسی و n  - 1 ـ

مسئله 1: یک گراف کامل p رأسی چند یال دارد؟
G و Kp وجود دارد؟  ،G رأسی باشد، چه رابطه ای بین تعداد یال های گراف های p یک گراف G مسئله 2: اگر

مسئله 3: مکمل گراف کامل چه نوع گرافی است؟

 مسیر: اگر u و v دو رأس از گراف G باشند، یک مسیر از u به v )یک v ــ u مسیر( در G دنباله ای از رئوس دوبه دو 
متمایز در G است که از u شروع و به v ختم می شود به طوری که هر دو رأس متوالی این دنباله در G مجاور هم باشند. طول 
یک مسیر برابر است با تعداد یال های موجود در آن مسیر )یکی کمتر از تعداد رئوس موجود در آن مسیر(. قرارداد می کنیم که 

دنبالهٔ متشکل از تنها یک رأسِ v، یک مسیر است با طول صفر از رأس v به خودش.
مثال

uwv یک v ــ u مسیر به طول 2 است.

u z y wv یک v ــ u مسیر به طول 4 است.

Pn نمایش می دهیم.  با  رأسی تشکیل شده باشد   n مسیرِ  گرافی را که تنها از یک   
به طور مثال P5 در شکل 18 نمایش داده شده است.

 دور: دنبالهٔ v1 v2 v3 ... vn v1 (n ≥ 3) از رئوس دو به دو متمایز که در آن هر رأس با رأس بعدی مجاور است را یک 
دور به طول n می نامیم. به طور مثال در گراف شکل x w v u z y x ،y w u z y ،u v w u  17 دورهایی به ترتیب با طول 3 و 4 و 6 

هستند.

 گرافی را که تنها از یک دورِ n رأسی تشکیل شده باشد را با Cn نمایش می دهیم. 
به طور مثال C5 در شکل 19 نمایش داده شده است.

مسئله: در گراف شکل 17، دوری به طول 5 بیابید.

شکل 17

شکل 18

شکل 19
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 همبندی و ناهمبندی یک گراف: گراف G را همبند می نامیم هرگاه بین هر دو رأسِ آن حداقل یک مسیر وجود داشته 
باشد، در غیر این صورت آن را ناهمبند می نامیم. به طور مثال گراف H در شکل 20 همبند و گراف G ناهمبند است زیرا مثلاً 

بین رئوس v و w هیچ مسیری وجود ندارد.

شکل 20

فعالیت
1  سه گراف دلخواه رسم کنید.

2  مجموع درجات رئوس هر یک از 3 گرافی را که رسم کرده اید محاسبه کنید.
3  تعداد یال های هر یک از 3 گراف را محاسبه نمایید.

4  حدس می زنید چه رابطه ای بین تعداد یال ها و مجموع درجات رئوس یک گراف وجود دارد.
5  پاسخ خود را با دوستانتان مطرح کرده و در این باره بحث کنید.

فعالیت
1  یک گراف دلخواه مانند G با n رأسِ v2 , v1 , ... و vn  و m یال e  2 , e  1 , ... و e  m در نظر بگیرید.

2  تمام یال های گراف G را حذف کنید.
3  مجموع درجات تمام رئوس گراف حاصل چند است؟ تعداد یال های گراف حاصل چند است و این دو عدد چه ارتباطی 

با هم دارند؟
4  یال e  1 را در جای خود )بین همان دو رأسی که e  1 قبل از حذف شدن بین آنها قرار داشت( قرار دهید و به سؤال 3 

جواب دهید.
5  تمام یال های e  3 , e  2 , ... و e  m را یکی یکی در جای خود قرار دهید تا به گراف اولیهٔ G برسید و پس از اضافه کردن هر 

یال مجدداً برای گراف جدید ساخته شده به سؤال 3 جواب دهید.
6  آیا مجموع درجات رئوس یک گراف می تواند عددی فرد باشد؟ چرا؟

)deg استدلال خود را بیان نمایید. ) deg ( ) deg ( ) deg ( )
n

i n
i

v v v v m
=

= + + + =∑ 1 2
1

2 7  برای تساوی 

با توجه به آنچه در این فعالیت به دست آوردیم، می توان قضیهٔ زیر را بیان نمود.

قضیه: اگر G یک گراف با مرتبهٔ p و اندازهٔ q و V = {v1 , v2 , ... , vp} مجموعهٔ رئوس آن باشند، آنگاه:
deg

p

i
i

v q
=

=∑
1

2  
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نتیجه: تعداد رأس های فرد هر گراف، عددی زوج است.
اثبات: فرض کنیم G یک گراف و A مجموعهٔ همهٔ رئوسِ فردِ گراف G و B مجموعهٔ همهٔ رئوس زوجِ گراف G باشد. در 

.
( )

deg( ) deg( ) deg( )
v V G v A v B

v v v
∈ ∈ ∈

= +∑ ∑ ∑ این صورت داریم 

)deg نیز عددی زوج است و این نتیجه می دهد  )
∈
∑
v A

v )deg زوج اند. )چرا؟( بنابراین  )
∈
∑
v B

v  و 
( )

deg( )
∈
∑

v V G

v از طرفی 

که n  (A) عددی زوج است. )چرا؟(

فعالیت
یک جمع 7 نفره از دانش آموزان یک کلاس را در نظر بگیرید. فرض کنید دوستی بین اعضای این گروه یک رابطهٔ دوطرفه 

است، یعنی هر دو نفر از آنها یا هر دو با هم دوست اند و یا هیچ یک با دیگری دوست نیست. اکنون:
الف( گرافِ 7 رأسی G را تشکیل دهید به این صورت که به ازای هر دانش آموز یک رأس قرار دهید، سپس هر دو رأس را 

به هم وصل کنید اگر و تنها اگر دانش آموزان متناظر با آن دو رأس با هم دوست باشند.
ب( با استفاده از قضیهٔ قبل نشان دهید که امکان ندارد درجهٔ تمام رئوسِ گرافِ حاصل برابر با 3 باشد.

پ( با توجه به مراحل قبل و با استفاده از گراف نشان دهید که اگر تعداد افراد یک جمع عددی فرد باشد امکان ندارد تمام 
نفرات آن جمع، دارای تعداد فردی دوست در آن جمع باشند.

فعالیت
فرض کنید G یک گراف باشد و داشته باشیم δ  (G) ≥ 4. می خواهیم نشان دهیم که G شامل یک مسیر به طول بزرگ تر یا 

مساوی 4 است.
1  رأس دلخواه v1 را در G در نظر می گیریم. حتماً v1 به رأس دیگری متصل است. )چرا؟( فرض کنیم آن رأس v2 باشد.

2  حتماً v2 به رأسی به جز رأس v1 متصل است. )چرا؟( فرض می کنیم آن رأس v3 باشد.

3  حتماً v3 به رأسی از مجموعهٔ V(G  ) - {v1 , v2} وصل است )چرا؟( فرض می کنیم آن رأس v4 باشد.

4  حتماً v4 به رأسی از مجموعهٔ V  (G   ) - {v1 , v2 , v3} وصل است )چرا؟( فرض می کنیم آن رأس v5 باشد.

5  مسیر  v1 v2 v3 v4 v5 یک مسیر به طول 4 در گراف G است.

کار در کلاس

در هر یک از حالت های زیر تعداد یال های گراف G را به دست آورید.
الف( G یک گراف n رأسی K ـ منتظم است.

(G = Kn) .رأسی کامل است n یک گراف G )ب
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تمرین

 E   (G)  =  {ab , ac , cd , ef , db , cf , be} و مجموعهٔ یال های V  (G  ) = {a , b , c , d , e, f  } با مجموعهٔ رأس های G 1  گراف
مفروض است. نمودار آن را رسم کنید و به موارد زیر جواب دهید.

الف( مرتبه و اندازه گراف G را بنویسید.
ب( درجهٔ رأس های G را مشخص نمایید.

پ( مجموع درجات رئوس این گراف برابر چند است؟
ت( کدام رأس های گراف G با رأس f مجاورند؟ 

V  (H   ) = {v1 , v2 , v3 , v4}  با مجموعه رأس های H ث( گراف
و مجموعهٔ یال های E  (H  ) = {v1v2  ,  v1v3  ,  v2v3  ,  v2v4  ,  v3v4  ,  v4v1} مفروض است. بدون کشیدن نمودار آن به قسمت های 

)الف( تا )پ( در مورد گراف H پاسخ دهید.

٢  گراف G )شکل 21( را در نظر بگیرید.
الف( مجموعه های V  (G  ) و E  (G  ) را بنویسید.

ب( Δ  (G) و δ  (G) را مشخص نمایید.
پ( مجموعهٔ همسایه های رأس های f و g و e را بنویسید.

ت( اگر NG  (x) = {a , c}، آنگاه x کدام رأس است؟

3  گراف G با مجموعهٔ رأس های V  (G   ) = {v1 , v2 , v3 , v4 , v5 , v6} مفروض است. اگر NG   (v1) دارای 5 عضو باشد 
و مجموعه های NG   (vi  ) برای i ≤ 6 ≥ 2 تک عضوی باشند، گراف G را رسم کنید.

4  در گراف G با مجموعهٔ رأس های V  (G   ) = {a , b , c , d , e , f} داریم:
NG (a) = {b , c , d}  NG  (b) = {a , c}  NG  (c   ) = {a , b}  
NG  (d  ) = {a , f}  NG  (e) = {  }  NG  (f     ) = {d}  

گراف G را رسم و اندازهٔ آن را مشخص کنید.

را   G G )شکل 22( رسم شده است. مجموع درجه های رأس های گراف  ٥  گراف 
G را تعیین نمایید. مشخص کنید و همچنین درجات رئوس a و c در گراف 

f

g

a

b

c

e

d

a

b

c

e

d

شکل 21

شکل 22
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٦  گراف کامل Kp دارای 36 یال است. در این گراف Δ  (G) و δ  (G) را مشخص کنید.

٧  گراف های کامل از مرتبهٔ 1 تا 5 را رسم کنید.

٨  در هر یک از حالات زیر در صورت امکان یک گراف r- منتظم از مرتبهٔ n رسم کنید.
 r = 2            n = 4 )ب   r = 1         n = 4 )الف
r = 3  n = 5 )ت  r = 2            n = 5 )پ
r = 3  n = 7 )ج  r = 4  n = 6 )ث

٩  برای هر یک از حالت های زیر در صورت امکان یک گراف 5 رأسی رسم کنید به طوری که:
ب( دو رأس تنها داشته باشد. الف( یک رأس تنها داشته باشد. 

ت( چهار رأس تنها داشته باشد. پ( سه رأس تنها داشته باشد. 
ث( پنج رأس تنها داشته باشد.

10  هفت نفر در یک اتاق هستند و برخی از آنها با یکدیگر دست می دهند. 6 نفر از آنها هر کدام دقیقاً با 2 نفر دست داده اند. 
نشان دهید نفر هفتم نمی تواند دقیقاً با 5 نفر دست داده باشد.

11  علی، سامان، محمد، ناصر و مهرداد، در یک شبکهٔ اجتماعی عضو هستند و هر کدام از آنها ممکن است در فهرست 
دوستان هر کدام از 4 نفرِ دیگر باشد یا نباشد. 

الف( چند حالت مختلف می تواند وجود داشته باشد؟
ب( اگر بودن در فهرست دوستان به این صورت باشد که هر دونفر، یا هر دو در فهرست دوستان هم هستند و یا هیچ کدام در 

فهرست دوستان دیگری نیست، در این صورت چند حالت مختلف می تواند وجود داشته باشد؟

1٢  یک گراف 9 رأسی رسم کنید به طوری که:
الف( دورهایی به طول 5 و 6 و 7 و 9 داشته باشد و هیچ دوری به طول غیر از اعداد مذکور نداشته باشد.

ب( دورهایی به طول 5 و 6 و 8 و 9 داشته باشد و دوری به طول غیر از اعداد مذکور نداشته باشد.

13  فرض کنید G یک گراف باشد و δ  (G  ) ≥ K. درستی یا نادرستی هر یک از موارد زیر را ثابت کنید.
الف( G لزوماً شامل یک مسیر به طول K است.

ب( G لزوماً شامل یک مسیر به طول K + 1 است.

14  یک گراف 4 رأسی غیرتهیِ K- منتظم بکشید که:
الف( K بیشترین مقدار ممکن را داشته باشد.

ب( K کمترین مقدار ممکن را داشته باشد.

1٥  یک گراف 5 رأسیِ غیرتهیِ K- منتظم بکشید که:
الف( K بیشترین مقدار ممکن را داشته باشد.

ب( K کمترین مقدار ممکن را داشته باشد.
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ریاضی  مسئلهٔ  یک  به  نخست  مدل سازی  کمک  به  می توان  را  زندگی  روزمرهٔ  مسائل  از  برخی 
تبدیل نمود و سپس با حل مسئله ریاضی، مسئلهٔ اصلی را نیز حل کرد. به طور کلی، بعضی مفاهیم 
ریاضی در مدل سازی مسائل زندگی واقعی بسیار پرکاربرد هستند. »احاطه گری« یکی از این مفاهیم 

پرکاربرد است که در ادامه با تاریخچه، مفهوم و کاربرد هایی از آن آشنا خواهیم شد.

مدل سازی با گراف درس 2

باعث  این دست  از  پرسش هایی  دربارهٔ  تفکر 
در  گراف  شاخهٔ  در  مفهومی  آمدن  به وجود 
ریاضیات با نام احاطه گری شد. برای آشنایی با 

این مفهوم به مسئلهٔ بعد دقت کنید.

تاریخچه
در قرن نوزدهم میلادی مسائلی مانند »یافتن 
حداقل تعداد مهرهٔ وزیری که می توانند با چینش 
مناسب تمام صفحهٔ شطرنج را بپوشانند« )یعنی 
قرار  وزیر  آن  در  که  شطرنج  صفحهٔ  خانهٔ  هر 
تهدید  وزیر  یک  حداقل  توسط  است  نگرفته 
شده باشند( ذهن برخی از مردم اروپا را به خود 

مشغول کرده بود.
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برخی  در  است  قرار  است.  شهر  یک  از  منطقه ای  نقشهٔ  مقابل  شکل 
تقاطع های این شهر دستگاه های خودپرداز به  گونه ای نصب شود که دو شرط 

زیر را داشته باشد:
هر  که  باشند  نصب شده  به گونه ای  دستگاه ها  راحتی شهروندان  برای    1
فرد در هر تقاطعی که قرار گرفته باشد، یا در همان تقاطع به دستگاه خودپرداز 
دستگاه  به  مجاور  تقاطع  یک  به  رفتن  با  حداکثر  یا  و  باشد  داشته  دسترسی 

خودپرداز دسترسی پیدا کند.
٢  به جهت صرفه جویی در هزینه ها با کمترین تعداد دستگاه  خودپرداز ممکن 

این کار صورت بگیرد.
حال فرض کنید منطقهٔ مورد نظر را با گراف شکل 2 مدل سازی کرده باشیم. 
الف( در این مدل سازی تقاطع ها و خیابان های بین آنها هر کدام به چه صورت 

نمایش داده شده اند؟
انجام  مدل سازی  به  توجه  با  که،  کنید  مشخص  را  گراف  از  رأس هایی  ب( 
شده، اگر خودپردازها در آن تقاطع ها قرار گیرند، شرط1 برآورده گردد. چنین 
مجموعه ای از رئوس را یک مجموعهٔ احاطه گر برای گراف می نامیم. به طور 
آیا  است.  احاطه گر  G، یک مجموعه  گراف  رئوس  همه  مثال مجموعهٔ شامل 

می توانید یک مجموعهٔ احاطه گر 4 عضوی مثال بزنید؟

تعریف: زیر مجموعهٔ D از مجموعهٔ رئوس گراف G را مجموعهٔ احاطه گر می نامیم هرگاه هر رأس از گراف یا در 
D باشد و یا حداقل با یکی از رئوس D مجاور باشد.1

معمولاً به سادگی می توان مجموعه های مختلفی از رئوس گراف G را مشخص کرد که در شرط 1 صدق کنند؛ به عبارتی 
یک گراف می تواند مجموعه های احاطه گر گوناگونی داشته باشد. از طرفی واضح است که هر مجموعه که شامل یک مجموعهٔ 
احاطه گر باشد، احاطه گر است. در بین تمام مجموعه های احاطه گر یک گراف، مجموعه ای را که کمترین تعداد عضو را داشته 
باشد مجموعۀ احاطه گر مینیمم آن گراف می نامیم. اگر چنین مجموعه ای را برای گراف G بیابیم، این مجموعه در هر دو 

شرط 1 و 2 مطرح شده در مسئلهٔ بالا صدق خواهد کرد.

تعریف: در بین تمام مجموعه های احاطه گر گراف G، مجموعه یا مجموعه های احاطه گری که کمترین تعداد عضو را 
  γ )G  ( می نامیم و آن را با G دارند مجموعۀ احاطه گر مینیمم و تعداد اعضای چنین مجموعه ای را عدد احاطه گری گراف 

نمایش می دهیم.

گاهی اوقات برای راحتی به یک مجموعهٔ احاطه گر مینیمم از گراف G، یک γ ــ مجموعه می گوییم.
1ــ از آنجا که عدد احاطه گری یک گراف ناهمبند، به سادگی و با استفاده از یک عمل جمع به دست می آید، لذا در این کتاب عدد احاطه گری گراف های همبند مد نظر است 

مگر اینکه مستقیماً به ناهمبندی گراف اشاره شود.
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مثال: برای گراف شکل 3 که دور C  7 است، مجموعهٔ {v  1 , v  3 , v  5 , v  7} یک 
دو مجموعهٔ   {v  1 , v  2 , v  5} و   {v  1 , v  4 , v  7} و مجموعه های  احاطه گر  مجموعهٔ 

.γ)G  ( = 3 ـمجموعه اند؛ و داریم  احاطه گر مینیمم یا اصطلاحاً دو γـ

مثال: فرض کنید j ،i ،h ،g ،f ،e ،d ،c ،b ،a و k شهرهای یک استان باشند و فاصله های مستقیم این شهرها از یکدیگر، 
دو به دو، مطابق جدول زیر باشد.

kjihgfedcba

506050705090604080500a

808590606070603055050b

9095100555020604005580c

707580303055300403040d

55556051050030606060e

8090100454005055207090f

60657050401030506050g

5560650545530556070h

1050657010060801009050i

5056065905575958560j

05105560805570908050k

می خواهیم تعدادی ایستگاه رادیویی در برخی از شهرهای این استان تأسیس کنیم به طوری که همهٔ شهرهای استان از پوشش 
امواج رادیویی برخوردار گردند. و از طرفی برای کاهش هزینه ها می خواهیم کمترین تعداد ممکن ایستگاه رادیویی را احداث 
کنیم. اگر هر ایستگاه رادیویی تا 50 کیلومتر اطراف خود را پوشش دهد، حداقل چند ایستگاه رادیویی احتیاج داریم و در چه 

شهرهایی باید آنها را احداث کنیم؟
حل: برای مدل سازی این مسئله کافی است گراف مربوط به آن را به این طریق رسم کنیم که به جای هر شهر یک رأس قرار 
دهیم و سپس دو رأس را به هم وصل کنیم اگر و تنها اگر فاصلهٔ مستقیم آن دو شهر از 50 کیلومتر بیشتر نباشد. در این صورت 

مجموعهٔ احاطه گرِ مینیمم برای گراف مذکور، جواب مسئله را مشخص می کند. )چرا؟(

v 1
v 2

v 3

v 4
v 5

v 6

v 7

 شکل 3
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با توجه به آنچه گفته شد گرافِ زیر، گرافِ حاصل از مدل سازی برای این مسئله است.

e

d

a

i

j

k

b

c

g

h

f

حال کافی است یک مجموعهٔ احاطه گر مینیمم در این گراف بیابیم و ایستگاه های رادیویی را در شهرهای متناظر با رئوس 
این مجموعه احاطه گرِ مینیمم مستقر کنیم. یافتن یک مجموعهٔ احاطه گر مینیمم برای گراف فوق در تمرینات پایان درس به شما 

واگذار شده است.

کار در کلاس

برای گراف شکل 5 احاطه گر  1  مشخص کنید کدام یک ازمجموعه های زیر 
هست و کدام نیست؟

{ }, , , ,A a b c d e= الف( 
{ }, , , ,B f g h i j= ب( 
{ }, , , ,C a b j h g= پ( 

{ }, ,D a i h= ت( 
{ }, , , ,E f g h e d ث( 

{ }, , ,F f g h e= ج( 
H = {g  , h   , e} )چ

٢  از مجموعه های مطرح شده در سؤال 1 که احاطه گر بودند در کدام یک از آنها رأس یا رأس هایی وجود دارد که با حذف 
آنها مجموعهٔ باقی مانده هنوز احاطه گر باشد؟

تعریف: یک مجموعهٔ احاطه گر را که با حذف هر یک از رأس هایش دیگر احاطه گر نباشد احاطه گر مینیمال می نامیم.

3  مجموعه ای احاطه گر با کمترین تعداد رأس که می توانید، بنویسید و پاسخ خود را با پاسخ هم کلاسی های خود مقایسه کنید.
4  یک مجموعهٔ احاطه گر مینیمال مشخص کنید که مینیمم نباشد.

h

c
d

e j g

f

b

a

i

 شکل 4

 شکل 5



درس دوم: مدل سازی با گراف 47

5  آیا می توان هر مجموعهٔ احاطه گر دلخواه غیرمینیمال را با حذف برخی رئوسش به یک مجموعهٔ احاطه گر مینیمال تبدیل 
کرد؟)استدلال کنید(

برخی  با حذف  و  کنید  انتخاب  غیرمینیمال  احاطه گر  گراف شکل 6 یک مجموعهٔ  در  مثال: 
رأس ها، آن را به یک مجموعهٔ احاطه گر مینیمال تبدیل نمایید.

حل: مجموعه {     a , b , c , d , e , f} یک مجموعهٔ احاطه گر است. از آنجا که با حذف برخی 
رأس های آن )مثلاً رأس a( این مجموعه باز هم احاطه گر خواهد بود، لذا احاطه گر مینیمال نیست. 
حال با حذف سه رأس c ، a و e از آن، مجموعهٔ {  b  ,  d  ,   f} حاصل می شود که باز هم احاطه گراست 
لذا احاطه گر  بود  از رأس هایش دیگر احاطه گر نخواهد  با حذف هر یک  این مجموعه  اما چون 

مینیمال است.

کار در کلاس

در گراف شکل 7:
1  مجموعه ای از رئوس را مشخص نمایید که احاطه گر باشد.

٢  مجموعه ای از رئوس را مشخص نمایید که احاطه گر مینیمال باشد.
3  یک مجموعهٔ احاطه گر 3 عضوی مشخص نمایید.

4  آیا رأسی در گراف G وجود دارد که دو رأس از 3 رأس e ، b و g را احاطه کند؟
γ)G (( 5  حداقل تعداد رأس هایی که تمام رئوس گراف را احاطه می کنند چندتاست؟

چند است؟(

معرفی یک نماد
با مفهوم جزء صحیح1 یک عدد آشنا هستید و می دانید که اگر x یک عدد صحیح باشد، ]x[ برابر با خود x است، و 

اگر عدد صحیح نباشد، عدد صحیح قبل از x است.

[ ]                                                       ∋
=                                                        ∉





x x
x

x xبزرگ ترین عدد صحیح کوچک تر از
 

حال فرض کنید تعدادی از کارمندان یک شرکت قرار است با چند تاکسی به محلی بروند و هر 4 نفر یک تاکسی 
نیاز دارند.

الف( اگر تعداد کارمندان 12 نفر باشد، چند تاکسی نیاز است؟

G

hg

e

b

f

i

d

c

a

G

hg

e

b

f

i

d

c

a

a نمایش می دهند و به آن کفِ a می گویند.   1ــ گاهی اوقات به جزء صحیح یک عدد، کفِ آن عدد هم گفته می شود. در برخی کتاب ها ]a[ را با 

f

g

d

b

h

i

c

e

a
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ب( اگر تعداد کارمندان 14 نفر باشد چند تاکسی نیاز است؟
پ( اگر تعداد کارمندان 16 نفر باشد چند تاکسی نیاز است؟

ت( آیا با تقسیم تعداد کارمندان به عدد 4، تعداد تاکسی های مورد نیاز به دست می آید؟ اگر عدد حاصل عدد صحیح 
نباشد چه تعداد تاکسی نیاز است؟

ث( مفهوم سقف یک عدد که در ادامه مطرح شده است را می توان در مواردی مشابه آنچه در اینجا مطرح شد به کار 
برد.

در صورتی که x عددی غیر صحیح باشد برای نمایش عدد صحیحِ بعد از x از x استفاده می کنیم و آن را سقفِ 
x می خوانیم. در حالت کلی

                                                      ∈
=                                                          ∉





x x
x

x xکوچک ترین عدد صحیح بزرگ تر از  

بنابراین: 
[3] = 3  [3/5] = 3  
3 = 3  3/5 = 4  

  سؤال: برای کدام اعداد کف و سقف آنها با هم برابر است؟

فعالیت
می دانیم در هر گراف، هر رأس خودش و تمام رئوس مجاورش را احاطه می کند.

1  در گراف مقابل ∆ چند است؟

٢  هر رأس حداکثر چند رأس را احاطه می کند و این تعداد چه ارتباطی با ∆ دارد؟

3  آیا 2 رأس می توانند همهٔ رئوس گراف G را احاطه کنند؟

 رأس برای احاطهٔ همهٔ رئوس لازم است. چرا؟ 
  
10
4

4  حداقل 

γ)G  (  5 چند است؟
6  در یک گراف دلخواه با ماکزیمم درجهٔ ∆ ، یک رأس دلخواه حداکثر چند رأس را احاطه می کند؟

n رأس نمی توانند تمام n رأسِ یک گراف را احاطه کنند. چرا؟ 
 ∆ + 1

7  تعداد کمتر از 

G
G

 شکل 8
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بنابراین:

 n
D  ≤ ∆ + 1

اگر G یک گراف n رأسی با ماکزیمم درجهٔ ∆ باشد و D یک مجموعهٔ احاطه گر در آن باشد، آنگاه  

( )اصطلاحاً گفته می شود  (n
G  ≤ γ ∆ + 1

و از آنجا که )  γ)G نیز اندازه یک مجموعهٔ احاطه گر است همواره داریم 

n یک کران پایین است برای )  G(γ ؛ یعنی )  γ)G نمی تواند از آن کمتر شود(. 
 ∆ + 1

در گراف G عدد 

کار در کلاس

1  یک شبکه رایانه ای متشکل از 16 کامپیوتر را در نظر بگیرید که در آن هر کامپیوتر، مطابق شکل 9 به چند کامپیوتر دیگر 
متصل است. گراف شکل 9 یک مدل سازی از شبکه مورد نظر است که در 
آن هر رأس نمایشگر یک کامپیوتر است و یال بین دو رأس نمایانگر آن است 
که کامپیوترهای نظیر به آن دو رأس مستقیماً با هم در ارتباط اند. می خواهیم 
کنیم.  انتخاب  )رأس ها(  کامپیوترها  از  ممکن  تعداد  کمترین  با  مجموعه ای 
به طوری که توسط این مجموعه از کامپیوترها به تمام کامپیوترهای این شبکه  
وصل باشیم. مجموعهٔ انتخاب شده از رئوس برای گراف مورد نظر چه نوع 

مجموعه ای است؟

( ، حداقل چند رأس برای احاطه کردن تمام رئوس این گراف لازم است؟ آیا می توانید  (n
G  ≤ γ ∆ + 1

٢  با توجه به رابطهٔ 

مجموعه ای احاطه گر با این تعداد رأس مشخص نمایید؟
3  گراف های C10 , P9 , P10 و  C9 را رسم کنید و عدد احاطه گری هر یک را مشخص نمایید.

n باشد. 
 ∆ + 1

4  گرافی مشخص کنید که برای آن عدد احاطه گر برابر 

n نباشد. 
 ∆ + 1

5  گرافی مشخص کنید که برای آن عدد احاطه گر برابر 

مثال: عدد احاطه گری گراف شکل 10 را مشخص و ادعای خود را ثابت کنید.
حل: به سادگی می توان دید که مجموعهٔ دو عضوی {a,c} یک مجموعه احاطه گر است. 

.γ)G  ( ≥2بنابراین عدد احاطه گری این گراف کوچک تر یا مساوی 2 است؛ یعنی
اما اگر γ)G  ( =1 ، یعنی یک رأس در گراف G وجود دارد که به تنهایی تمام رئوس دیگر را 
احاطه  کرده است )به تمام رئوس دیگر وصل است( یعنی رأسی با درجهٔ 4 در گراف وجود دارد که 
با توجه به گراف G می بینیم که چنین رأسی وجود ندارد و لذا G   (<1(γ. بنابراین 2≤ )  γ)G<1 و 

.γ)G   (=2 لذا
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روش دیگر برای حل: نوع دیگری از استدلال به این صورت است که باتوجه به کران پایین مطرح شده برای )  γ)G و اینکه 
G  (=3(∆ داریم:

) ( ) (n
G G   ≤ γ ⇒ ≤ γ   ∆ +   

5
1 4 	

.γ)G  (=2  و لذا γ)G  ( ≥2 2 و با توجه به مجموعهٔ احاطه گر دو عضوی ارائه شده در بالا داریم≥ γ)G  ( بنابراین
 

کار در کلاس

1  تمام γــ مجموعه هایِ )مجموعه های احاطه گر مینیمم( گراف G در مثال قبل را بنویسید.
2  عدد احاطه گری را برای هر یک از گراف های زیر مشخص کنید.

ب)الف)

 شکل 11

فعالیت
1  می خواهیم عدد احاطه گری گراف شکل 12 را مشخص کنیم. 

 رأس برای   =  
8

2
4

n برای )  γ)G حداقل  
 ∆ + 1

الف( ابتدا می بینیم که با توجه به کران پایین 

احاطه کردن رئوس لازم است اما در مراحل بعدی می بینیم که 2 رأس برای احاطه تمام رئوس 
این گراف کافی نیست.

ب( برای احاطه کردن رأس hحداقل یکی از رئوس e یا h باید در مجموعهٔ احاطه گر باشند و با 
بودن هر کدام از آنها در مجموعهٔ احاطه گر، رئوس g  , c , b, a   کماکان احاطه نشده باقی می مانند.

به  زیرا هیچ رأسی  نیاز هست،  دیگر  g  , c , b, a   حداقل دو رأس  احاطه کردن رئوس  برای  پ( 
تنهایی نمی تواند هر چهارتای آنها را احاطه کند.

.γ)G  (≤3 باشد یعنی G بنابراین حداقل 3 رأس باید در هر مجموعهٔ احاطه گر از گراف )ت
.γ)G  (=3 پس . γ)G  (≥3 ،یک مجموعهٔ احاطه گر است }a  , c , e{ از طرفی چون )شکل 12ث 
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٢  می خواهیم عدد احاطه گر گراف شکل 13 را مشخص نماییم.

را     =  
14

3
6

عدد  که  می کنیم  بررسی  را   n 
 ∆ + 1

پایین  کران  ابتدا  الف( 
.γ)G  (≤3 می دهد. پس

ب( اما حداقل یکی از رئوس c ،b ،a و d باید انتخاب شود. چرا؟
پ( حداقل یکی از رئوس f و g باید انتخاب شود. چرا؟
ت( حداقل یکی از رئوس i و h باید انتخاب شود. چرا؟

ث( حداقل یکی از رئوس m و n باید انتخاب شود. چرا؟
ج( بنابراین حداقل 4 رأس در هر مجموعهٔ احاطه گر باید باشد. لذا 4≥)  γ)G و 
بنابراین   γ)G  (≥4 لذا  است  احاطه گر  مجموعهٔ  یک   {c , f ,  h , m}اینکه به  توجه  با 

.γ)G  (=4

مثال: عدد احاطه گری گراف شکل 14 را به دست آورید و یک مجموعهٔ احاطه گر 
مینیمم برای آن ارائه کنید.

b در مجموعهٔ  a و  a لازم است یکی از دو رأس  حل: برای احاطه کردن رأس 
 j و   i از رئوس  نیز یکی  و   f و   e از رئوس  به همین صورت یکی  باشند.  احاطه گر 
نیز باید در هر مجموعه احاطه گر باشند. اما این سه رأس انتخاب شده در هر حالت 
نمی توانند رئوس l,h,d را احاطه کنند. لذا حداقل یک رأس دیگر یعنی حداقل 4 
 {b,  f,  j,h} از طرفی ) (Gγ ≥ 4 رأس برای احاطهٔ رئوس این گراف لازم است: یعنی 

. ) (Gγ = 4 . بنابراین داریم  ) (Gγ ≤ 4 یک مجموعهٔ احاطه گراست و لذا 

n m l

k

j
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h
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dcb

 شکل ١3

 شکل ١4
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تمرین

1  در مثال ایستگاه های رادیویی )دومین مثال این درس(
الف( تعداد و محل نصب ایستگاه ها را مشخص نمایید.

ب( اگر مجبور باشیم یکی از ایستگاه ها را در شهر b احداث کنیم حداقل چند ایستگاه دیگر و در چه شهرهایی باید احداث 
کنیم؟

و  روستا  چند  شامل  منطقه  یک  نقشهٔ  مقابل  نقشهٔ    ٢
بین  جاده های  مسافت  و  روستاهاست  آن  بین  جاده های 
چند  داریم  قصد  است.  شده  مشخص  آن  در  روستاها 
بیمارستان مجهز در برخی روستاها احداث کنیم به گونه ای 
که فاصلهٔ هر روستا تا نزدیک ترین بیمارستان به آن روستا 
از 10 کیلومتر بیشتر نباشد و از طرفی کمترین تعداد ممکن 
فوق،  نقشهٔ  به  توجه  با  ابتدا  کنیم.  احداث  را  بیمارستان 
مسئلهٔ مورد نظر را با یک گراف مناسب مدل سازی کنید و 
سپس تعداد و محل احداث بیمارستان ها را مشخص کنید.

3  عدد احاطه گری را برای هر یک از گراف های زیر مشخص نمایید.

2

2

3
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4  اگر برای گراف G داشته باشیم G ( =1(γ، در این صورت به چه ویژگی هایی از گراف G می توان پی برد؟ )) G(∆ و 
حداقل و حداکثر تعداد یال هایی را که گراف G می تواند داشته باشد مشخص کنید.(

n∋ مشخص کنید. Pn (  5(γ و ) γ)Cn را به ازای هر  

) (n
G

k
  ≤ γ + 1

6  اگر G یک گراف k- منتظم n رأسی باشد نشان دهید 

7  یک گراف 2ــ منتظم 12 رأسی بکشید که عدد احاطه گری آن کمترین مقدار ممکن باشد.

8  الف( یک گراف 6 رأسی که γ- مجموعهٔ آن با اندازه یک باشد رسم کنید.

ب( یک گراف 6 رأسی که γ- مجموعهٔ آن با اندازه دو باشد رسم کنید.

k ≥ n. روشی برای رسم یک گراف n رأسی که عدد احاطه گری آن k باشد، 
2

پ( فرض کنید n   و k دو عدد طبیعی باشند و 
ارائه دهید.

9  الف( یک گراف 6 رأسی با عدد احاطه گری 2 رسم کنید که یک مجموعهٔ احاطه گر یکتا با اندازهٔ 2 داشته باشد.

ب( یک گراف 6 رأسی با عدد احاطه گری 2 رسم کنید که بیش از یک مجموعهٔ احاطه گر با اندازهٔ 2 داشته باشد.

p q r s
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n ≤ 4( n∋( دلخواه توضیح دهید که  10  برای هر  
الف( چگونه می توانید یک گراف n رأسی با عدد احاطه گری 2 رسم کنید که یک مجموعه احاطه گر یکتا با اندازهٔ 2 داشته 

باشد.
ب( چگونه می توانید یک گراف n رأسی با عدد احاطه گری 2 رسم کنید که بیش از یک مجموعهٔ احاطه گر با اندازه 2 داشته 

باشد.

11  گراف P12 را رسم کنید.
الف( یک γ ــ مجموعه از آن را مشخص نمایید.

ب( یک مجموعهٔ احاطه گر مینیمال 6 عضوی از آن را مشخص نمایید.
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یادآوری و تکمیل
در سال های قبل با ابزارهایی همچون اصل جمع و اصل ضرب برای شمارش آشنا شده و با بعضی 
از تکنیک ها و روش های شمارش مانند تبدیلr 1 شیء از n شیء )انتخاب r شیء که ترتیب انتخاب 
آنها مهم باشد( و ترکیبr 2 شیء از n شیء )انتخاب r شیء که ترتیب انتخاب آنها مهم نباشد( نیز 

آشنایی داشته و از آنها در حل مسائل شمارشی استفاده کرده اید.
گاهی اوقات برای شمارش در حالت های خاص باید از روش هایی همچون دسته بندی اشیا یا تقسیم 

کل جایگشت های ممکن بر تعداد حالت هایی که تکراری یا بی اثر محسوب می شوند، استفاده کنیم.
در این درس با توجه به طرح و حل مثال هایی، شما با این روش ها آشنا خواهید شد.

مثال: فرض کنید می خواهیم با سه حرف »چ«، »پ« و »ژ« و ارقام 2، 3، 4 و 5 یک رمز شامل 
7 کاراکتر تشکیل دهیم، مطلوب است:

الف( تعداد کل رمزهایی که می توان تشکیل داد.
ب( تعداد رمزهایی که در هر یک از آنها همواره حروف کنار یکدیگرند.

پ( تعداد رمزهایی که در هر یک از آنها همواره ارقام کنار یکدیگرند.
ت( تعداد رمزهایی که در هر یک از آنها همواره ارقام کنار هم و حروف نیز کنار هم باشند.

حل:
الف( 3 حرف و 4 رقم روی هم 7 شیء متمایز بوده و به !7 طریق می توانند کنار هم قرار گیرند و 

رمز تولید کنند.
ب( کافی است ابتدا سه حرف را با هم یک شیء درنظر بگیریم و آنها را با 4 رقم داده شده روی هم 5 
شیء فرض کنیم. در این صورت !5 جایگشت دارند؛ در هر جایگشت، سه حرفِ داده شده هم در عین 

مباحثی در ترکیبیّات درس 1
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حال که کنار هم هستند !3 جایگشت دارند و لذا طبق اصل ضرب تعداد کل رمزهای مورد نظر برابر است با  !3*!5

!3 جایگشت

4      5  ژ            پ           چ           3            2 


پ( مشابه قسمت )ب( ابتدا 4 رقم داده شده را یک شیء فرض می کنیم که با 3 حرف مفروض روی هم 4 شیء بوده و !4 
جایگشت داشته و در هر جایگشت 4 رقم داده شده هم !4 در کنار هم جایگشت دارند، لذا تعداد رمز مورد نظر، طبق اصل 

ضرب عبارت است از !4*!4

!4 جایگشت

چ       ژ    4             5           2           3            پ 



ت( حروف را یک شیء و ارقام را نیز با هم یک شیء فرض می کنیم که روی هم دو شیء شده و !3 حروف در کنار هم و !4 
نیز ارقام کنار هم جایگشت دارند که طبق اصل ضرب تعداد رمزهای مورد نظر عبارت است از !4*!3*!2

!4 جایگشت !3 جایگشت

پ             5           3            4             2 چ       ژ 

 

ما برای حل این مثال از دسته بندی اشیا استفاده کردیم.
حال مسئله ای را طرح و حل می کنیم ولی هیچ توضیحی برای حل آن نمی دهیم تا شما خودتان راه حل این مسئله را توضیح 

دهید.

مثال: 5 دانش آموز پایهٔ دوازدهم و 4 دانش آموز پایهٔ یازدهم به چند طریق می توانند کنار هم )در یک ردیف( قرار بگیرند 
اگر بخواهیم:

الف( همواره دانش آموزان هر پایه کنار هم باشند.
ب( به صورت یک درمیان قرار بگیرند )هیچ دو دانش آموز هم پایه کنار هم نباشند(.

پ( اگر دانش آموزان پایهٔ یازدهم نیز 5 نفر باشند، به چند طریق می توان آنها را به صورت یک درمیان قرار داد؟
!5*!4*!2 )الف   
!4 * !5  =2*2*3*3*4*4* 5 → 1   1   2   2   3   3   4   4   5 )ب    
2* (!5*!5) )پ  
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جایگشت های با تکرار
گاهی اوقات چند شیء تکراری یا یکسان در بین اشیا یافت می شود. در این حالت تعداد جایگشت های این اشیا با تعداد 
جایگشت ها در حالتی که هیچ دو شیء یکسانی در بین اشیا نباشد، متفاوت بوده و به نظر می رسد کمتر باشد. به عنوان مثال 
 تعداد جایگشت های سه حرف b ، a و c برابر با 6 = !3 است ولی تعداد جایگشت های سه حرف a و a و b برابر با 3 است
)baa , aba , aab( درواقع چون جابه جایی دو حرف a حالت جدیدی تولید نمی کند و حالت تکراری به حساب می آید پس در 
واقع می بایست تعداد کلّ جایگشت ها را بر تعداد حالت هایی که دو حرف تکراری می توانند جابه جا شوند یعنی !2 تقسیم کنیم،

! است.
!

=3
3

2
پس پاسخ این سؤال 

چون دو حرف a به !2 طریق می توانند با هم جابه جا شوند و این تعداد جابه جایی به صورت ضربی در !3 محاسبه شده و نباید 
محاسبه می شد، پس باید با تقسیم !3 بر !2 از عملیات ضربی خارج شود.

کار در کلاس

محاسبه کنید با ارقام 2، 1، 1 و 1 چند رمز چهار رقمی می توان نوشت؟
!3 حالتِ ممکن برای یک ها  !4 و به صورت ضربی،  !4 بود ولی چون در این  اگر 4 رقم متمایز بودند جواب این سؤال 
محاسبه شده و نباید محاسبه می شد، لذا کافی است برای رسیدن به جواب، تعداد کل حالت ها را بر تعداد حالت هایی که رمز 4 

! است. =


4 رقمی جدید تولید نمی شود تقسیم کنیم یعنی پاسخ، 
, , ,



1112 1121 1211 2111

4 رمز ممکن
اعداد 4 رقمی ممکن   

تذکر: هرگاه n شیء مفروض باشند و در بین آنها   k شیء تکراری یا مشابه وجود داشته باشد، برای محاسبهٔ تعداد جایگشت های 
این n شیء ابتدا آنها را متمایز فرض کرده و جایگشت های آنها را حساب می کنیم و سپس حاصل را بر جایگشت های اشیای 

. !
!

n
k

تکراری )به دلیل ورود در محاسبات به صورت ضربی( تقسیم می کنیم؛ یعنی این تعداد برابر است با: 

با همین استدلال می توان قضیهٔ زیر را، که به آن قضیهٔ جایگشت با تکرار می گوییم، بیان کرد:
قضیۀ جایگشت با تکرار: اگر n شیء مفروض باشند، به طوری که n  1 تای آنها از نوع اول و یکسان و n  2 تای آنها از نوع 
دوم و یکسان و ... و nk تای آنها از نوع k ام و یکسان باشند، در این صورت تعداد کل جایگشت های این اشیا برابر است با:

!
! ! !× × ×1 2 k

n
n n n

مثال: با ارقام 5، 4، 4، 2، 3، 2، 2، 1 و 1 چند عدد 9 رقمی می توان نوشت؟
!

! ! !× ×
9

2 3 2

تعداد دو ها

تعداد یک ها تعداد چهار ها
حل: طبق قضیهٔ جایگشت با تکرار  
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مثال: 9 نفر به چند طریق می توانند در سه اتاق 2 نفره، 3 نفره و 4 نفره واقع در یک هتل اسکان یابند؟
حل: کل جایگشت های 9 نفر عبارت از !9 است که چون دو نفری که در اتاق دو نفره هستند با جابه جایی آنها مجدداً همان 
دو نفر در همان اتاق بوده و حالت جدیدی تولید نمی شود و نیز جابه جایی سه نفر و چهار نفر در اتاق های سه نفره و چهار نفره 
حالت جدیدی تولید نمی کند و تعداد این جایگشت های بی اثر برای دو نفر، سه نفر و چهار نفر به ترتیب !2، !3 و !4 است، پس 
. این مثال به روشی دیگر و با استفاده از ترکیب برای انتخاب افراد  !

! ! !× ×
9

2 3 4
پاسخ این سؤال طبق قضیه برابر است با 

)جابه جایی افراد انتخاب شده برای اتاق ها مهم نیست(:

انتخاب سه نفر از 7 نفر باقی برای 
اتاق سه نفره

انتخاب دو نفر برای 
اتاق دو نفره

!
! !

     
× × =      ×     

9 7 4 9
2 3 4 2 7

!× 7 !
! ! ! ! !

× =
× × ×

9
1

3 4 2 3 4

 

فعالیت
شخصی وارد یک گل فروشی می شود و می خواهد دسته گلی شامل سه شاخه گل، از بین سه نوع گل مریم، رُز و میخک، 

انتخاب کند. )از هر نوع گل به تعداد فراوان موجود است(
1  هر سطر جدول زیر یک انتخاب را نمایش می دهد، شما این جدول را کامل کنید.

میخکرُزمریمدسته گل انتخابی

٭٭٭یک شاخه گل مریم، یک شاخه گل رُز و یک شاخه گل میخک1

٭ ٭٭دو شاخه گل میخک و یک شاخه گل مریم2

...٭ ٭ ٭...سه شاخه گل رُز3

٭٭ ٭...........................4

......٭ ٭ ٭........................5

٭...٭ ٭.......................6

.........دو شاخه گل مریم و یک شاخه گل رُز7

.........سه شاخه گل میخک8

.........دو شاخه گل میخک و یک شاخه گل رُز9

10...................................

همان طور که مشاهده می کنید برای جدا کردن سه نوع گل از دو خط عمودی و برای مشخص 
کردن تعداد انتخاب ها از هر نوع گل از ٭ استفاده شده است.
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2  آیا در هر حالت از حالت های 1 تا 10 جابه جایی ستاره ها با هم دسته گل جدیدی تولید می کند؟ جابه جایی دو خط عمودی 
با هم چطور؟

3  با توجه به قضیهٔ جایگشت با تکرار تعداد کلّ جایگشت های این 5 شیء )3 ستاره و 2 خط عمودی( را به دست آورید.

! تعداد کل جایگشت ها +   
= = =   ×    

5 3 25
2 2 

 

4  این مسئله را در حالت کلیّ و برای انتخاب دلخواه n شاخه گل از بین k نوع گل بررسی کنید.
n = تعداد ستاره ها = تعداد شاخه گل های انتخابی  

..... = تعداد خط های عمودی برای جدا کردن k نوع گل  
..... = تعداد کل اشیا )شامل ستاره ها و خط های عمودی(  

) تعداد کل جایگشت ها )[ ( )]!
!

+ − + −= =  −×  

11
1

n kn k
kn

 
جابه جایی ستاره ها با هم، دسته 

گل جدیدی تولید نمی کند. .........................

مثال: به چند طریق می توان از بین 4 نوع گل، دسته گلی شامل 8 شاخه گل را به دلخواه انتخاب کرد؟
حل: 

فعالیت قبل !
! !

= = + −   
⇒ = =   = = − ×   

4 1 11 11
8 1 3 3 8

k n k

n k

انواع گل
تعداد شاخه گل انتخابی به دلخواه  

مثال: به چند طریق می توان دسته گلی شامل 9 شاخه گل را از بین 4 نوع گل انتخاب کرد، به شرط آنکه از هر نوع گل 
حداقل 1 شاخه انتخاب شود؟

حل: ابتدا 1 شاخه )به اجبار( از هر نوع گل برمی داریم. 5 =4-9 شاخه گل باقی مانده را به دلخواه از بین 4 نوع گل انتخاب 
می کنیم:

تعداد انتخاب های دلخواه
=تعداد حالت های مطلوب + −   

⇒ = =   ← = − = −   

4 1 8

9 4 5 1 3

k n k

n k
 

فعالیت

می خواهیم تعداد انتخاب های دلخواه 7 شاخه گل از بین سه نوع گل را مشخص کنیم. اگر فرض کنیم x1 تعداد  انتخاب ها از 
گل نوع اول و x2 تعداد انتخاب ها از گل نوع دوم و x  3 تعداد ……………… باشد، در این صورت می بایست جمع انتخاب ها 
از سه نوع گل، برابر با 7 باشد یعنی …=…+x1+x2 با توجه به اینکه هر جواب صحیح و نامنفی این معادله نشان دهندهٔ یک 
انتخاب هفت تایی از سه نوع گل بوده و برعکس هر انتخاب هفت تایی از این سه نوع گل یک جواب صحیح ونامنفی برای این 

معادله است جدول صفحه بعد را کامل کرده و سپس تعداد جواب های معادله را به دست آورید.
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x 1 + x  2 + x  3    = 7 تعداد انتخاب ها از گل نوع سوم
x  3

تعداد انتخاب ها از گل نوع دوم 
 x  2

تعداد انتخاب ها از گل نوع اول 
x  1

1+0+6 = 7601

1+1+5 = 7511

4+2+1=7………

………………7…

……………24…

……………………

تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلهٔ x1+x2+x3=7 برابر است با تعداد انتخاب های دلخواه 7 شاخه گل از بین سه نوع 
n k

k

+ − ⋅⋅ ⋅   
= = ⋅ ⋅ ⋅   − ⋅ ⋅ ⋅   

1

1
گل یعنی، 

با توجه به فعالیت قبل می توان گفت:
 k شاخه گل از بین n برابر است با تعداد انتخاب های دلخواه x1+x 2+…+x  k   = n  ٔتعداد جواب های صحیح و نامنفی معادله

. n k

k

+ − 
 − 

1

1
نوع گل یعنی برابر است با 

کار در کلاس

1  معادلهٔ  x1+x2+x 3=7چند جواب صحیح و مثبت دارد؟
)راهنمایی: مثال را ملاحظه کنید، از هر نوع گل حداقل 1 شاخه انتخاب شود.(

 . n

k

− 
 − 

1

1
2  نشان دهید تعداد جواب های صحیح و مثبت معادلهٔ x  1+x  2+…+xk = n برابر است با 

)راهنمایی: ابتدا از هر نوع گل 1 شاخه برداشته و لذا تعداد انتخاب های دلخواه به )n - k) تقلیل می یابد و…(

3  معادلهٔ x 1+ x 2+…+x 5 =14 چند جواب صحیح و نامنفی دارد به شرط آنکه x   1 > 1 و x   3 > 3 1 باشد؟

 )x  i  ≤ 1 ،1 ≥ i ≥ 5( چند جواب صحیح و مثبت دارد؟ x 1+x 2+…x 5 =11 ٔ4  معادله

5  معادلهٔ x 1+x 2+…+x 6 =12 چند جواب صحیح و مثبت دارد به شرط آنکه x  3  = 4 و x  5 > 2 باشد؟

1ــ طرح سؤال هایی برای معادلات سیّاله که شرط هایی برای x  i ها به صورت a ≤ x  i ≤ b در آن لحاظ شده باشد در امتحانات و ارزشیابی ها جایز نیست.
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مربع های لاتین
 ـ 8، 12ــ10 و 4ــ2 در سه کلاس  سه مدرس به نام های احمدی، کریمی و عباسی قصد دارند در یک روز در سه جلسه 10ـ
B ،A و C تدریس کنند. هر کلاس سه جلسهٔ درسی خواهد داشت و هر مدرس در هریک از کلاس ها دقیقاً یک بار باید تدریس 

کند. نام مدرس ها را در جدول مقابل به گونه ای وارد کنید که شرایط خواسته شده محقق گردد.

         جلسات
کلاس ها

 ـ 8 4ــ122ــ1010ـ

A

B

C

فعالیت
1  به جای نام سه مدرس مذکور به ترتیب اعداد 1، 2 و 3 را قرار دهید و یک جدول 

3 * 3 از اعداد به دست آورید.

2  موارد معادل در دو ستون چپ و راست را به هم وصل کنید.
a( هیچ مدرسی در یک جلسه موظف به تدریس در دو کلاس نشده است. الف( در هیچ سطری عدد تکراری نداریم. 

b( هر یک از مدرسین در تمام کلاس ها تدریس داشته است. ب( در هیچ ستونی عدد تکراری نداریم. 
c( هیچ مدرسی در یک کلاس دوبار تدریس نکرده است. پ( هر یک از اعداد در تمام سطرها آمده است. 

d( هر یک از مدرسین در هر یک از جلسه ها تدریس داشته است. ت( هر یک از اعداد در تمام ستون ها آمده است. 

تعریف: یک جدول مربعی از اعدادِ 1، 2، ... و n به شکل یک مربع n * n را که سطرها و ستون های آن با اعداد 
1، 2، ... و n پر شده باشد و در هیچ سطر آن و نیز در هیچ ستون آن عدد تکراری وجود نداشته باشد، »مربع لاتین1« 

می نامیم. )به هر یک از اعدادِ درون مربع لاتین یک درایه می گوییم.(

1ــ اویلر برای نام گذاری این مربع ها از حروف لاتین استفاده می کرد، به همین دلیل این مربع ها به نام مربع های لاتین معروف شده اند.
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مثال: دو مربع لاتین 3 * 3 و دو مربع لاتین 4 * 4 در زیر نمایش داده شده است.

321321

132      213

213132

14321432

32144123

2341 3214

41232341

کار در کلاس

1  دو مربع لاتین 5 * 5 بنویسید.

2  با استدلال کلامی بگویید که چرا با تعویض جای دو سطر )دو ستون( از یک مربع لاتین شکل حاصل باز هم یک مربع 
لاتین است؟

3  شکل زیر یک مربع لاتین n * n است که به آن »مربع لاتین چرخشی« می گوییم. مربع لاتین بودن آن را چگونه توجیه 
می کنید؟

nn - 1.........321

n - 1n - 2......321n

n - 2n - 3...321nn - 1

......

......

......

......

......

......

......

......

21543

1n.........432
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با توجه به آنچه در کار در کلاس دیدیم برای هر عدد طبیعی مانند n ، مربع لاتین n * n وجود دارد.
حال فرض کنیم یک مربع لاتین مانند شکل زیر داریم و با اعمال یک جایگشت بر روی n , ... , 3 , 2 , 1 یک مربع جدید 
به دست آورده ایم. خواهیم دید که مربع به دست آمده نیز یک مربع لاتین خواهد بود، زیرا در غیر این صورت در سطر یا ستونی 
از مربع جدید عضو تکراری وجود خواهد داشت که این موضوع با توجه به خواص جایگشت ایجاب می کند که در سطر یا 

ستونی از مربع اوّل نیز عضو تکراری وجود داشته باشد و این با مربع لاتین بودن آن در تناقض است.

23141 → 32143

41322 → 23412

14233 → 44321

32414 → 11234

با جایگزینی اعداد 1، 2، 3 و 4 از جدول اول به ترتیب با اعداد 3، 2، 4 و 1 جدول دوم حاصل شده است.

کار در کلاس

برای هر یک از مربع های لاتین زیر یک جایگشت مشخص نمایید. سپس برای هر یک از جایگشت ها از روی مربع 
لاتین داده شده یک مربع لاتین به دست آورید.

245313412321

312451234132

453122143213

124534321

53124

دو مربع لاتین متعامد

تعریف: فرض کنید A و B دو مربع لاتین هم مرتبه باشند به طوری که از کنار هم قرار دادن درایه های نظیر از این 
دو مربع، مربع جدیدی از همان مرتبه حاصل شود که هر خانهٔ آن حاوی یک عدد دو رقمی است که تمام رقم های سمت 
چپ مربوط به مربع A و تمام رقم های سمت راست مربوط به مربع B )و یا برعکس( است. در این صورت گوییم دو 
مربع لاتین A و B »متعامدند« هرگاه هیچ یک از اعداد دو رقمی موجود در خانه های مربع جدید تکرار نشده باشند.
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به طور مثال برای دو مربع A و B به صورت زیر داریم:

1144332214321432

43122134
⇒

3214
B =

4123
A =

3223144123413214

2431421341232341

یک محک برای تشخیص متعامد بودن دو مربع لاتین بدین صورت است که برای متعامد بودن باید هر دو جایگاه )درایه( 
در یکی از مربع ها که اعداد یکسانی دارند، جایگاه های )درایه های( نظیر به آنها از مربع دیگر اعداد متمایزی داشته باشند. این 
محک معمولاً زمانی که می خواهیم نشان دهیم دو مربع لاتین متعامد نیستند به کار می رود. به این صورت که کافی است در 
یکی از دو مربع دو درایهٔ یکسان پیدا کنیم به طوری که در جایگاه های نظیر به این دو درایه در مربع دیگر نیز درایه های یکسان 

)یکسان با هم و نه لزوماً یکسان با درایه های مربع اوّل( وجود داشته باشد.
به طور مثال در شکل زیر اگر در مربع لاتینِ A دو عدد یکسان )مانند a در شکل( به گونه ای بیابیم که در جایگاه های متناظر 
با آنها در مربع لاتینِ B )جایگاه های هاشور خورده( نیز اعداد یکسانی باشند، مثلاً خانه های هاشور خورده هر دو حاوی عدد 

b باشند در این صورت دو مربع A و B متعامد نیستند.

a

B =A =

a

مثال: در هر مورد متعامد بودن دو مربع لاتین داده شده را بررسی کنید.

312123

231231

123312

)ب()الف(

213321

132213

321132
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41234321

23413214

32142143

14321432

حل: الف( مربع حاصل از کنار هم قرار دادن درایه های دو مربع داده شده به صورت مقابل است 
و چون عدد دو رقمی تکراری در آن نیست لذا دو ماتریس داده شده متعامدند.

ب( خیر، متعامد نیستند؛ زیرا مثلاً جایگاه سطر اول ستون اول و جایگاه سطر دوم ستون دوم در مربع اول درایه های یکسان 
)هر دو عدد یک هستند( دارند و دو مربع دوم نیز درایه های یکسان )هر دو عدد 3 هستند( دارند.

31

31

پ( خیر، متعامد نیستند؛ زیرا مثلاً جایگاه سطر اول ستون دوم و جایگاه سطر چهارم ستون اول در مربع اول درایه های یکسان 
)هر دو عدد 2 هستند( دارند و در مربع دوم نیز درایه های یکسان )هر عدد 2 هستند( دارند.

22

22

کار در کلاس

1  چند مربع لاتین 1 * 1 وجود دارد؟
2  آیا دو مربع لاتین 2 * 2 متعامد وجود دارد؟

3  بررسی کنید که آیا دو مربع لاتین 3 * 3 روبه رو متعامدند؟

132132

223311

311223

321321

132213

213132

)پ(
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خواندنی

4   آیا دو مربع لاتینِ 4 * 4 زیر متعامدند؟

21432143

4321
B = 

1234
A = 

34124321

12343412

دیدیم که برای 2 و n = 1، دو مربع لاتین متعامد n * n وجود ندارد. ثابت شده است1 که اگر 6 و 2 و n ≠ 1، دو مربع لاتین 
متعامد از مرتبهٔ n وجود دارد و برای 6 و 2 و n = 1 دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ n وجود ندارد.

5  با انجام یک جایگشت دلخواه برای اعضای B، مربع لاتین جدیدی 
به دست آورید و آن را ′  B بنامید. بررسی کنید که آیا A و ′  B متعامدند؟

اویلر2 در سال 1782 ادعا کرد که برای تمام اعداد طبیعی n به صورت n = 4k + 2، دو مربع لاتین متعامد 
از مرتبهٔ n وجود ندارد. در واقع اویلر پس از بررسی های زیاد بر روی وجود دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ 6 
و به نتیجه نرسیدن در این باره، حدس فوق را مطرح نمود. این مسئله تا سال 1900 حل نشده باقی ماند تا در 
این سال یک افسر فرانسوی به نام تاری3 ثابت کرد که ادعای اویلر برای n = 6 درست است. تا سال 1959 
برای n = 10 و اعداد بزرگ تر کسی جواب را نمی دانست. در سال 1960 یک ریاضی دان آمریکایی به نام 
n = 6 پارکر4 و دو ریاضی دان هندی به نام های بوس5 و شریخاند6 ثابت کردند که حدس اویلر به جز برای حالت 

برای سایر n = 4k + 2 درست نیست؛ یعنی برای هر عدد 6 و 2 و n  ≠  1 حداقل دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ 
n وجود دارد.

1ــ اثبات این مطلب در این کتاب مد نظر نیست.
 Tarry ــEuler                                                                                 3 ــ2
Bose ــ Parker                                                                               5 ــ4
Shrikhande ــ6

B  ′ = 
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مثال: نشان دهید اگر دو مربع لاتین متعامد باشند، مربع لاتینی که با جایگشت بر روی اعضای یکی از آنها به دست می آید 
نیز با مربع لاتینِ دیگر متعامد است؛ به عبارتی اگر A و B دو مربع لاتین متعامد باشند و B2 مربع لاتینِ حاصل از اِعمال یک 

جایگشت بر اعضای B باشد، آنگاه A و B2 نیز متعامدند.
 A متعامد نباشند. لذا دو جایگاه در مربع B2 و A حل: فرض کنیم 
وجود دارد که اعداد یکسانی )مثلاً a( در آنها قرار دارد و در جایگاه های 

نظیر آنها در مربع B2 نیز دو درایهٔ یکسان )مثلاً b( قرار دارند. 
حال با توجه به تعریف جایگشت در همین دو جایگاه در مربع B نیز باید 
دو درایه یکسان مانند c باشد که در B2 با اعمال جایگشت به درایهٔ b تبدیل 
شده اند و در این صورت دو مربع A و B نیز متعامد نخواهند بود و این با 

فرض مسئله در تناقض است. لذا A و B2 هم نمی توانند متعامد نباشند.

مثال: قرار است 5 کارگر با 5 نوع ماشین نخ ریسی و 5 نوع الیاف در 5 روز هفته کار کنند به گونه ای که هر کارگر با هر 
نوع ماشین و هر نوع الیاف دقیقاً یک بار کار کرده باشد و نیز هر الیاف در هر ماشین دقیقاً یک بار به کار گرفته شود. برای این 

مسئله برنامه ریزی کنید.
الف( ابتـدا فرض کنید بخواهیم بـرایِ کارِ 5 کارگر با 
5   ماشین ریسندگی در 5 روز هفته به گونه ای برنامه ریزی 
کنیم که هر کارگر در هر روز با یک ماشین ریسندگی و 

در طول هفته با هر دستگاه دقیقاً یک بار کار کرده باشد.
این مسئله می توانیم از یک مربع لاتین 5 * 5  برای حل 
استفاده کنیم. فرض کنید هر ستون نشان دهندهٔ یک کارگر 
و هر سطر نشان دهندهٔ یک روز هفته و هر کدام از اعدادِ 1 
و 2 و ... و 5 که در مربع لاتین ظاهر شده اند نمایانگر یکی از 
ماشین های ریسندگی باشند. بنابراین مثلاً در روز دوشنبه 

کارگر W1 با ماشین ریسندگی شماره 2 کار می کند.
ب( حال فرض کنید که در مسئله مطرح شده در قسمت 
و  باشد  داشته  وجود  هم  مختلف  الیاف  نوع   5 )الف( 
هر  از  کارگر  هر  که  کنیم  برنامه ریزی  گونه ای  به  بخواهیم 

نوع الیاف هم دقیقاً یک بار استفاده کند.
لاتین  مربع  یک  )الف(  قسمت  مانند  کار  این  برای 
هر  و  کارگر  یک  نشان دهندهٔ  را  ستون  هر  و  می کشیم 
سطر را نشان دهندهٔ یک روز هفته و هر کدام از اعداد 
شده اند  ظاهر  لاتین  مربع  در  که  را   5 و   ... و   2 و   1

W5W4W3W2W1

شنبه52413

= B
یکشنبه 24135

دوشنبه41352

سه شنبه13524

چهارشنبه35241

W5W4W3W2W1

شنبه35241

= A
یکشنبه 13524

دوشنبه41352

سه شنبه24135

چهارشنبه52413

b
B2 = 

a
A = 

ba

c
B = 

c
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W5W4W3W2W1

شنبه3552244113

یکشنبه 1234512345

دوشنبه4411335522

سه شنبه2143153254

چهارشنبه5325421431

نمایانگر یکی از انواع الیاف در نظر می گیریم. با توجه به مربع لاتین، مثلاً در روز سه شنبه کارگر شمارهٔ 4 با الیاف شمارهٔ 
3 کار می کند.

پ( حال اگر درایه های نظیر از دو مربع A و B را در کنار هم در یک مربع جدید قرار دهیم یک مربع 5 * 5 به شکل زیر 
خواهیم داشت و می توانیم تمام اطلاعات فوق را از همین مربع استخراج کنیم. به طور مثال کارگر شمارهٔ 4 در روز یکشنبه با 
ماشین شمارهٔ 3 و الیاف شمارهٔ 4 کار می کند. تا اینجا برنامه ریزی ما با استفاده از دو مربع لاتین انجام شده است، اما دو مربع 
لاتین A و B متعامد هم هستند و این ویژگی آنها تا اینجا به کار نیامده است. می دانیم که متعامد بودن دو مربع A و B به این 
معناست که مربع دو رنگِ حاصل، در هیچ خانه ای عدد دو رقمی تکراری ندارد. از آنجا که اعداد سمت چپ شمارهٔ ماشین 
ریسندگی و اعداد سمت راست شمارهٔ الیاف مورد استفاده هستند لذا در صورتی که دو مربع استفاده شده متعامد باشند هر 

الیاف در هر ماشین دقیقاً یک بار به کار رفته است.

کار در کلاس

1  در قسمت )الف( از مثال قبل، چرا می توان مطمئن بود که هر کارگر در طول هفته با هر دستگاه دقیقاً یک بار کار کرده 
است؟

2  در قسمت )ب( از مثال قبل، چرا می توان مطمئن بود که هر کارگر با هر یک از الیاف ها دقیقاً یک بار کار می کند.
3  در قسمت )پ( از مثال قبل، چرا می توان مطمئن بود که هر یک از الیاف ها در هر یک از ماشین های ریسندگی دقیقاً 

یک بار به کار گرفته شده است؟
4  اگر سه برادرِ تقریباً هم سن و سال در خانه سه کت و سه پیراهن داشته باشند و بخواهند در سه روز اوّل هفته از این لباس ها 
به گونه ای استفاده کنند که هر فرد هر یک از کت ها و هر یک از پیراهن ها را دقیقاً یک بار استفاده کرده باشد و هر کت با هر 

پیراهن نیز دقیقاً یک بار مورد استفاده قرار بگیرد، چگونه می توانند این کار را انجام دهند؟
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1ــ از آنجا که روش ساختن دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ غیرفرد چندان ساده نیست، لذا در این کتاب به آن پرداخته نمی شود.

ب(

5

54

543

5432

54321

4321

321

21

1

الف(

یک روش برای ساختن دو مربع لاتین متعامد از مرتبۀ یک عدد فرد1
با انجام مراحل زیر می توانید دو مربع لاتین 5 * 5 متعامد به دست آورید.

1 اعداد 1، 2، ... و 5 با نظمی خاص )به نحوهٔ چینش اعداد دقت کنید( در دو شکل )الف( و )ب( چیده شده اند.

1

21

321

4321

54321

5432

543

54

5

2 حال مربع های پررنگِ 5 * 5 وسط را در نظر بگیرید و با انتقال اعداد خارج از این مربع ها به داخل آنها با روش زیر، مربع ها 
را پر کرده، دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ 5 به دست آورید.

الف( در هر کدام از مربع ها، هر عدد که در سمت چپ آن واقع است را 5 خانه به سمت راست انتقال دهید.
ب( در هر کدام از مربع ها، هر عدد که در سمت راست آن واقع است را 5 خانه به سمت چپ انتقال دهید.

پ( در هر کدام از مربع ها، هر عدد که در بالای مربع واقع است را 5 خانه به پایین انتقال دهید.
ت( در هر کدام از مربع ها، هر عدد که در پایین مربع واقع است را 5 خانه به بالا انتقال دهید.

3 با روشی کاملاً مشابه آنچه دیدید برای هر n فرد می توانید دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ n به دست آورید.
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تمرین

1  می خواهیم 8 نفر را که دو به دو برادر یکدیگرند در دو طرفِ طولِ یک میز مستطیل شکل بنشانیم. اگر بخواهیم هر نفر 
روبه روی برادرش بنشیند، به چند طریق می توان این کار را انجام داد؟

2  اگر داشته باشیم A={1,2,3,4} و B  ={5,6,7,8,9} ، در این صورت چند رمز یا کد 5 رقمی می توان نوشت که هر یک 
شامل دو رقم از A و سه رقم از B باشد؟

3  4 کتاب فیزیک متفاوت و 5 کتاب ریاضی متفاوت را می توانیم به چند طریق در قفسه ای و در یک ردیف بچینیم. به نظر 
شما، این عمل به چند روش امکان پذیر است؟ اگر:

الف( هیچ محدودیتی نباشد؛
ب( همواره کتاب های فیزیک کنار هم باشند؛

پ( هیچ دو کتاب ریاضی کنار هم نباشند؛
ت( یک کتاب ریاضیِ خاص و دو کتاب فیزیک خاص همواره کنار هم باشند.

4  برای کنار هم قرار گرفتن 4 دانش آموز پایهٔ دوازدهم و 6 دانش آموز پایهٔ یازدهم مسئله ای طرح کنید که پاسخ آن !4*!7 
باشد.

5  با ارقام 5، 6، 7، 7، 5 و 7 چه تعداد کد 6 رقمی می توان نوشت؟

6  می خواهیم روی تعدادی جعبهٔ حاوی اجناس تولید شدهٔ خاصی را کدگذاری و هر جعبه را با یک کد، شاملِ 9 حرفِ 
d ,d ,d ,c ,c ,a ,b ,a ,a، از بقیه مجزا کنیم. حداکثر چند جعبه را می توانیم با این کدها از بقیه مجزا کنیم؟

7  7 نفر به چند طریق می توانند در دو اتاق دونفره و یک اتاق سه نفره قرار بگیرند؟

8  به چند طریق می توان از بین 5 نوع گل 11 شاخه گل انتخاب کرد اگر بخواهیم:
الف( به دلخواه انتخاب کنیم؛

ب( از هر نوع گل حداقل 1 شاخه انتخاب کنیم؛
پ( از گل نوع دوم حداقل دو شاخه و از گل نوع پنجم بیش از سه شاخه انتخاب کنیم؛

ت( از گل نوع سوم انتخاب نکرده و از گل نوع چهارم حداقل 5 شاخه انتخاب کنیم.

9  مطلوب است تعداد جواب های صحیح و نامنفی هریک از معادلات زیر با شرط های داده شده:
x 1+x 2+ ... +x 5 =10 x  i >0 , 2≤ i ≤5 )الف
x 1+x 2+ ...+x 6 =12 x 1 >2 , x 5  ≥4 )ب
x 1+x 2+ ...+x 5 =11 x  i ≥1 , 1≤ i ≤5 )پ
x 1+3x 2+x 3+x 4 =7 x  i ≥0 , 1≤ i ≤4 )ت
+x 1 )ث x2 +x 3+x 4 =3 x  i ≥0 , 1≤ i ≤4
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10  به چند طریق می توان 5 توپ یکسان را بین 3 نفر و به دلخواه توزیع کرد؟

11  به چند طریق می توان 8 توپ یکسان را بین 4 نفر توزیع کرد هرگاه بخواهیم هر نفر حداقل یک توپ داشته باشد؟

12  آیا مربع لاتینِ حاصل از اِعمال یک جایگشت روی اعضای یک مربع لاتین دلخواه می تواند با مربع اولیه متعامد باشد؟

13  مربع لاتین 3 * 3 مقابل را در نظر بگیرید.

213

321A =
 

132

الف( سطر دوم و سومِ مربع A را جابه جا کنید و مربع حاصل را A1 بنامید. آیا A و A1 متعامدند؟
ب( ابتدا سطرِ اول و سطرِ سوم مربع A را جابه جا کنید. سپس در مربع حاصل، سطر دوم و سوم را جابه جا کنید و مربع 

حاصل را A2 بنامید. آیا A و A2 متعامدند؟
پ( با توجه به قسمت های )الف( و )ب( به سؤالات زیر جواب دهید.

1ــ آیا می توان گفت با تعویض جای سطرهای یک مربع لاتین، همواره مربع لاتینی متعامد با مربع لاتین اول به دست می آید؟
2ــ آیا می توان گفت با تعویض جای سطرهای یک مربع لاتین، همواره مربع لاتینی غیرمتعامد با مربع لاتین اول به دست 

می آید؟

14  قرار است شش مدرس T2 ،T1 و ... و T6 در شش جلسهٔ متوالی در شش کلاسِ C2 ،C1 و ... و C6 به گونه ای 
تدریس کنند که هر مدرس در هر کلاس دقیقاً یک جلسه تدریس کند. برای این منظور برنامه ریزی نمایید.

15  دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ 3 و دو مربع لاتین متعامد از مرتبهٔ 7 بنویسید.

16  در یک مسابقهٔ اتومبیل رانی قرار است 7 راننده در هفت روزِ هفته با هفت ماشین مختلف در هفت مسیر مختلف مسابقه 
دهند به طوری که شرایط زیر برقرار باشد:

الف( هر راننده هر روز با یک ماشین در یک مسیر رانندگی کند؛
ب( هر راننده با هر ماشین دقیقاً یک روز رانندگی کند؛
پ( هر راننده هر روز دقیقاً در یک مسیر رانندگی کند؛

ت( هر ماشین در هر مسیر دقیقاً یک بار به کار گرفته شود.
ــ برای این منظور یک برنامه ریزی انجام دهید.
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اصل شمول و عدم شمول
 ( )A B | چون اعضای  |A B ) یعنی  )A B واضح است که برای محاسبهٔ تعداد اعضای 
) دو بار  )A B هم در A و هم در B هستند، اگر اعضای A و B را روی هم حساب کنیم اعضای 

محاسبه شده اند و می بایست یک بار از این مجموع کم شود و لذا خواهیم داشت:
| | | | | | | |A B A B A B= + − 

این تساوی به اصل شمول و عدم شمول برای دو مجموعه معروف است. )برای اختصار آن را 
اصل شمول می نامیم(.

با توجه به تعریف متمم اگر S مجموعهٔ مرجع A و B باشد، داریم:
| ( ) | | | | | | |′ = = −  A B A B S A B

این تساوی نتیجهٔ اصل شمول است.
و   A و  متناهی  مجموعه ای   S اگر  مهم:  نتیجۀ 
تعداد  این صورت  در  باشند،   S زیر مجموعه های   B
 B و A که در هیچ یک از مجموعه های S اعضایی از

قرار ندارند. برابر است با:

| | | | | | | | | | | |− = − − + S A B S A B A B

مثال: در یک کلاس 25 نفری 15 نفر فوتبال و 14 نفر والیبال بازی می کنند. مشخص کنید 
چند نفر نه فوتبال بازی می کنند و نه والیبال، به شرط آنکه بدانیم 9 نفر هم فوتبال و هم والیبال بازی 

می کنند.
حل: ابتدا با استفاده از اصل شمول تعداد افرادی را که حداقل در یکی از دو رشتهٔ ورزشی بازی 
می کنند مشخص می کنیم و سپس با استفاده از نتیجهٔ اصل شمول تعداد افرادی را که در هیچ رشته 

ورزشی شرکت ندارند به دست می آوریم.

A B

S

روش هایی برای شمارش درس 2

شکل ١
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اگر مجموعهٔ افرادی را که فوتبال و والیبال بازی می کنند به ترتیب F و V بنامیم در این صورت خواهیم داشت:
| | | | | |F V F F V= + − ⇒ =      

| | | | | |F V S F V⇒ = = − 

تعداد افرادی که نه در F و نه در V هستند =25 - ... = ...  
اصل شمول را می توان برای بیش از دو مجموعه هم تعمیم داده و بیان کرد که ما در این کتاب برای حداکثر سه مجموعه آن 

را بیان و مسائلی را با استفاده از این اصل طرح و حل خواهیم کرد.
اصل شمول برای سه مجموعه: اگر B، A و C زیرمجموعه هایی از مجموعهٔ مرجع S باشند، در این صورت همواره 

تساوی زیر )اصل شمول( برقرار است:
| | | | | | | | | | | | | | | |= + + − − − +      A B C A B C A B A C B C A B C  

)توضیح دهید چرا اشتراک های دو تایی کم و اشتراک سه تایی اضافه شده است؟(
با استفاده از تعریف متمم، نتیجهٔ اصل شمول نیز به صورت زیر بیان می شود:

 | | | | | |A B C S A B C= −      )تعداد اعضایی از S که در هیچ یک از    
 مجموعه های A و B و C قرار ندارند( 

فعالیت
چند عدد طبیعی مانند n، به طوری که n ≤ 400 ≥1، وجود دارد که بر هیچ یک از اعداد 3، 4 و 5 بخش پذیر نباشند؟ )بر 3 

بخش پذیر نباشند، بر 4 بخش پذیر نبوده و بر 5 نیز بخش پذیر نباشند(.
1  در بین اعداد 12، 25، 10 و 13 کدام یک مورد نظر می باشند؟

٢  آیا عدد 60 جزء اعداد مورد نظر است؟

C بنامیم، B و اعداد بخش پذیر بر 5 را  A و اعداد بخش پذیر بر 4 را  3  اگر مجموعهٔ اعدادی را که بر 3 بخش پذیرند 

) همه اعداد مورد نظر را شامل می شود؟ ) A B C C را تعریف کنید. آیا مجموعهٔ  B و   ،A
) برقرار است؟ ) ( )=   A B C A B C 4  آیا تساوی 

٥  با توجه به تساوی اخیر و اصل شمول و نتیجهٔ اصل شمول جاهای خالی را پر کرده و تعداد اعداد خواسته شده را 

محاسبه کنید. )منظور از ]      [ جزء صحیح است(.

{ }| | |  = ≤ ≤ → = =  
400

1 400 3
3

A n n A  

.)  
  3

k )از هر سه عدد متوالی یکی بر 3 بخش پذیر است، پس تعداد اعداد طبیعی از 1 تا k که بر سه بخش پذیرند برابر است با 

{ }| | |  = ≤ ≤ → = =  
1 400



 



B n n B  

{ }| | |  = ≤ ≤ → = =  
1 400



 



C n n C  

شکل 2

A B

C

S
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) یعنی مجموعهٔ اعدادی که هم بر 3 و هم بر 4 بخش پذیرند و با توجه به قضیه ای در نظریه اعداد، »مجموعهٔ اعدادی  )A B

که بر a و بر b بخش پذیر باشد با مجموعهٔ اعدادی که بر »ک م م« آن دو عدد یعنی بر [a  ,b] بخش پذیرند، برابر می باشد«. )این 
قضیه برای سه عدد یا بیشتر نیز برقرار است(

| |
[ , ]

   = = =     
 

400 400

3 4 12
A B

 

| |    = = =      
 



400 400

15
A C  

| |    = = =      
 

 

 20
B C  

| | ([ , , ] [[ , ], ] [ , ] ) = = = = =  
  

400
3 4 5 3 4 5 12 5 60

60
A B C  

| | | | | | | |= = −     A B C A B C S A B C  
(| | | | | | | | | | | | | |)= − + + − − − +    400 A B C A B A C B C A B C  
( )= − + + − − − +400 133 33 20 6   = ...  

کار در کلاس

چند عدد طبیعی مانند n، به طوری که n ≤ 350 ≥1، وجود دارد که بر هیچ یک از اعداد 5،4 و 6 بخش پذیر نباشند؟
)توجه داشته باشید که 30 = [5,6]  ,  12 = [4,6]  ,  60 = [5,4,6](

مثال: اگر یک قفل رمز دار شامل 4 رقم از صفر تا 9 باشد و بدانیم که رمز بسته شده روی قفل حداقل یک رقم 7 و یک رقم 
8 را شامل می شود و امتحان کردن هر رمز 4 رقمی 5 ثانیه طول بکشد حداکثر چه زمانی لازم است تا این قفل باز شود؟ )در 
رمز، قرار گرفتن رقم صفر در سمت چپ اشکالی ندارد( )این مسئله معادل است با شمارش تعداد 4 رقمی هایی که در هریک 

از آنها هر یک از ارقام 7 و 8 وجود داشته باشد.(
abcd نمایش می دهیم که در آن c ، b ، a و d ارقام صفر تا 9 می باشند. محاسبهٔ تعداد  حل: یک رمز 4 رقمی را به صورت 
قلم  از  را  یا رمز هایی  امکان دارد رمزهایی را چندبار محاسبه کنیم  به صورت مستقیم کاری وقت گیر است و  ارقامی  چنین 

بیندازیم، لذا از اصل شمول استفاده می کنیم.
ابتدا مجموعه های A و B را به صورت زیر و مخالف با آنچه مورد نظر مسئله است تعریف می کنیم!

{ }| , , , | |= ≠ → = × × ×7 9 9 9 9A abcd a b c d A  

{ }| , , , | |= ≠ → = × × × 9 9 9 9B abcd a b c d B  

{ }( ) | , , , , | |= ≠ → = × × × 7 8 8 8 8 8A B abcd a b c d A B  

 B A مجموعهٔ اعداد 4 رقمی است که در هر یک از آنها رقم 7 به کار رفته است و منظور از  واضح است که منظور از 
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) یعنی مجموعهٔ اعداد 4 رقمی که در آنها هم رقم 7 و  )A B اعداد 4 رقمی است که در آنها عدد 8 به کار رفته است. البته 
هم رقم 8 به کار رفته است و تعداد اعضای این مجموعه پاسخ سؤال مطرح شده است.

S    | = 10*10*10*10 = 10000|= تعداد کل 4 رقمی ها →  10   10   10   10  
رقم اول   رقم دوم    رقم سوم    رقم چهارم   
| | | | | | | |= = −  A B A B S A B  
=10000-(94+94-84) = ...  
... = 5×... = زمان لازم برحسب ثانیه  

کار در کلاس

در استان مرکزی، در نزدیکی شهر محلات، سه روستای خورهه، آبگرم و حاجی آباد وجود دارد. اگر بخواهیم جاده هایی 
بین این سه روستا طراحی کنیم، به طوری که پس از تکمیل راه ها، هیچ روستایی تنها نماند )حداقل به یک روستای دیگر وصل 

باشد( به چند طریق می توان چنین راه هایی را طراحی کرد؟
اگر روستاها را A ،K و H بنامیم، در این صورت یافتن تعداد چنین راه هایی معادل است با پیدا کردن تعدادی گراف های 

ساده که با سه رأس A ،K و H می توان تعریف کرد به طوری که در آنها هیچ رأسی تنها نباشد.
1  از چهار گراف سادهٔ زیر کدام ها مورد نظرند و کدام ها را نباید شمرد؟

K H K H K H K H

AAAA

٢  کل جاده های بین سه روستا یعنی کل گراف های ممکن که با سه رأس می توان تعریف کرد برابر است با:

( )| |= =
3
22S  

)بین هر دو روستا از این سه روستا می توان یک جاده درنظر گرفت که هر جاده می تواند در طراحیِ ما، باشد یا نباشد(.
3  اگر Ak را مجموعهٔ راه های طراحی شده ای که در آنها روستای K تنها بماند تعریف کنیم، به همین صورت Aa و Ah را 

تعریف کنید و با استفاده از نتیجهٔ اصل شمول جواب را بیابید و گراف های متناظر با آنها را رسم کنید.
4  توضیح دهید که چرا تساوی های زیر برقرارند؟

Ak| = |Aa| = |Ah| = 2| )الف  
| )ب | | | | |k a k h a hA A A A A A= = =1    
| )پ |k a hA A A =1   

تپبالف
شکل 3
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فعالیت
 اگر f تابعی از مجموعهٔ A به مجموعهٔ B باشد و A|=m| و B    |=n|، در این صورت برای هر a i ∈ A که i   ≤m≥1 می توان به

 B به A و لذا طبق اصل ضرب تعداد کل توابع از )f   (ai) = bn یا ... یا f   (ai) = b2 یا f   (ai) =b 1( را تعریف کرد f   (ai) طریق n
برابر است با: B  ||A  |=nm|. حال اگر A   |=  5| و B   | = 3|، در این صورت می خواهیم تعداد توابعی چون f از A به B را تعیین کنیم 

به طوری که Rf =B. )روی تمام اعضای B، پیکانی رسم شده باشد، به چنین تابع هایی، تابع پوشا گفته می شود.(
1  اگر فرض کنیم B ={b1 , b2 , b3} و A   ={a  1 , a  2 , a  3 , a  4 , a  5} و تعریف کنیم، 

A1={f  :A→B | f   (a i) ≠ b11 ؛≤ i ≤5}  
A2={f  :A→B | f   (a i) ≠ ...1 ؛≤ i ≤5}  
A3={f  :A→B | f   (a i) ≠ ...1 ؛≤ i ≤5}  
در این صورت A1 مجموعه ای شامل همه تابع هایی از A به B است که حداقل یک پیکان از اعضای A روی b1 می آورند.

A B

a1
a2
a3

b1

b2

b3
a4
a5

A B

a1
a2
a3

b1

b2

b3
a4
a5

A

f

B

a1

a2

a3

b1

b2

b3a4

) را تعریف کنید و با استفاده از نتیجه اصل شمول، پاسخ را بیابید. ) ( )A A A A A A=   1 2 3 1 2 3 ٢  مجموعهٔ 

|S  | = 3...= ... , |A1| = |A2| = |A3| = 2...= ...  
|A1∩A2| = |A1∩A3| = |A2∩A3| = ... , |A1∩A2∩A3| = 0  
( ) | | | |A A A S A A A= −1 2 3 1 2 3     
=243- )... + ... + ... - ... - ... - ... + ...( = ...  

مثال: به چند طریق می توان 4 خودکار متفاوت را بین سه نفر توزیع کرد به شرط آنکه به هر نفر حداقل 1 خودکار داده باشیم؟
حل: تعداد حالت های ممکن برای انجام این عمل معادل است 
با پیدا کردن تعداد تابع های از یک مجموعهٔ 4 عضوی مانند A به 
یک مجموعهٔ 3 عضوی مانند B، به طوری که برُد این توابع همهٔ 
A نسبت  از  B حداقل 1 عضو  )به هر عضو  باشد.   B اعضای 

داده شود.(

{ }: | ( ) , ,j i jA f A B f a b i j= → ≠ ≤ ≤ ≤ ≤1 4 1 3

|S  | = |B  ||A  | = 34= 81
|A1| = |A2| = |A3| = 24 = 16
|A1∩A2| = |A1∩A3| = |A2∩A3| = 14=1 , |A1∩A2∩A3| = 0  

یکی از تابع های موجود 
A1 ٔدر مجموعه

یکی از تابع های موجود 
A1 در مجموعهٔ 

دو   b1 شخص  به 
 a  4 و a  1 خودکار

داده شده است.

شکل 4

شکل 5
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| | | | | |A A A A A A S A A A= = −1 2 3 1 2 3 1 2 3       
= 81-)3*16-3*1+0( = 36  

 3m -(3*2m -3) ٔاز رابطه ،Rf =B به طوری که |B   |=3 و |A|=m ≥ 3 با فرض f  :A→B تذکر: تعداد تابع هایی چون
به دست می آید.

مثال: 8 نفر را که برای یک برنامه تلویزیونی پیامک ارسال کرده اند، انتخاب کرده ایم و می خواهیم در 4 مرحله و در هر 
مرحله 1 جایزه را به یکی از این 8 نفر )با قرعه کشی( به دلخواه بدهیم. این عمل به چند طریق امکان پذیر است؟ )یک نفر می تواند 

4 جایزه را برنده شود.(
حل: حل این مثال معادل است با یافتن تعداد تابع های ممکن از یک مجموعهٔ 4 عضوی به یک مجموعهٔ 8 عضوی که برابر 

است با 4096=84.

فعالیت
می خواهیم تعداد تابع های یک به یک از یک مجموعهٔ 4 عضوی به یک مجموعهٔ 6 عضوی را شمارش کنیم،

f   (a  1)، چند راه  1  اگر فرض کنیم A   ={a  1 , a  2 , a  3 , a  4} و B ={b1,b2, ... ,b6} برای تعریف f روی هر عضو A مثلاً 

انتخاب داریم؟
٢  با توجه به اینکه f باید یک به یک باشد و تعریف یک به یکی در توابع، پس از تعریف f   (a  1)، برای تعریف f روی a  2 چند 

راه انتخاب داریم؟
3  با توجه به اصل ضرب، در کل، چند تابع یک به یک از A به B می توان تعریف کرد؟ پاسخ خود را توسط تبدیل r شیء 

از n شیء بنویسید.
f   (a  1) =b1 یا b2 یا ... یا b6 →را تعریف کرد f   (a  1) به 6 طریق می توان  
به 5 طریق می توان f   (a  2) را تعریف کرد → f   ⇒ f   (a  2) ≠ f   (a  1) یک به یک است  
... ⇒ f   ⇒ f   (a  3) ≠ f   (a  1) , f   (a  3) ≠ f   (a  2) یک به یک است  
.................................................  
! = تعداد کل تابع های یک به یک ⇒ طبق اصل ضرب ( )× × × = = 4

6
6 5 6 



 
در حالت کلیّ اگر A|=m| و B    |=k| در این صورت با شرط m   ≤k تعداد توابع یک به یک از مجموعهٔ A به مجموعهٔ B برابر 

. !( )
( )!m

k
k

k m
=

−
است با تعداد انتخاب های m شیء از بین k شیء یا 

مثال: به چند طریق می توان 4 خودکار متفاوت را بین 8 نفر توزیع کرد به 
شرط آنکه هیچ کس بیشتر از یک خودکار نداشته باشد؟ )به هر نفر حداکثر یک 

خودکار داده باشیم(
حل: تعداد حالت های ممکن برای انجام این عمل معادل است با پیدا کردن 

شکل 6
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. ( ) = =48






تعداد تابع های یک به یک از مجموعه ای 4 عضوی به مجموعه ای ... عضوی یعنی، 

اصل لانه کبوتری1
اگر از شما سؤال شود که حداقل چند نفر باید در یک کلاس حضور داشته باشند تا مطمئن شوید لااقل دو نفر از آنها ماه 
تولدّشان یکسان است، چه پاسخی می دهید؟ بدترین حالت ممکن این است که افراد داخل کلاس از نفر اول هر کدام در یک 
ماه متفاوت با نفر قبلی به دنیا آمده باشند، تا کجا می توان مقاومت کرد؟ واضح است که حداکثر تا 12 نفر با فرض اینکه هر نفر در 
یک ماه متفاوت از بقیه متولد شده باشد، می توان به این روند ادامه داد و هنوز اطمینانی برای اینکه حداقل دو نفر ماه تولدشان 
مثل هم باشد وجود ندارد، ولی اگر 13 نفر در کلاس حضور داشته باشند این اطمینان حاصل می شود! )نفر سیزدهم در هر 

ماهی متولد شده باشد، 1 نفر از آن 12 نفر در آن ماه متولد شده است.(
نظر شما حداقل چند  به  فوق  مطالب  به  توجه  با  حال 
تا  باشند  داشته  حضور  باید  مدرسه  یک  در  دانش آموز 
اطمینان داشته باشیم، حداقل 2 نفر از آنها روز تولدشان 

یکی است؟
و  پرداخته  کبوتری  لانه  اصل  بیان  به  قسمت  این  در 
سپس مسائلی را مطرح می کنیم و با استفاده از این اصل 

و تعمیم آن، مسائل را حل خواهیم کرد.

1

2

3

4

5

1

2

3

4

ب الف

1

3

٢

4

1
4

٢ 3

٥

شکل 8

شکل 7

1ــ اصل لانه کبوتری اصطلاحاً »اصل« نامیده می شود و در واقع قضیه ای است که با برهان خلف اثبات می شود، این اصل را اصل حجره ها نیز نامیده اند.

اصل لانه کبوتری: اگر m کبوتر و n لانه داشته باشیم و m > n و همهٔ کبوترها درون لانه ها قرار بگیرند، در 
این صورت لانه ای وجود دارد که حداقل 2 کبوتر در آن قرار گرفته است.



80فصل سوم: ترکیبیات )شمارش(

؟

مثال: نشان دهید اگر بخواهیم ضلع های یک مثلث را با دو رنگ آبی یا قرمز رنگ کنیم، حداقل دو 
ضلع این مثلث همرنگ خواهند شد.

حل: اگر ضلع های مثلث را کبوترها و دو رنگ آبی و قرمز را لانه ها فرض کنیم، طبق اصل لانه کبوتری در 
یکی از لانه ها حداقل 2 کبوتر قرار خواهد گرفت )دو کبوتر در یک لانه معادل است با دو ضلع با یک رنگ(.

مثال: ثابت کنید در بین هر 5 عدد طبیعی دلخواه حداقل دو عدد یافت می شود به طوری که به پیمانهٔ 4 هم نهشت می باشند.
حل: می دانیم باقی ماندهٔ تقسیم هر عدد بر 4 یکی از اعضای مجموعهٔ R ={0,1,2,3} است، حال اگر 5 عدد طبیعی را 
کبوترها و باقی مانده های تقسیم اعداد بر 4 را لانه ها فرض کنیم، طبق اصل لانه کبوتری حداقل 2 کبوتر در یک لانه قرار 
خواهند گرفت، یعنی حداقل دو عدد از این 5 عدد باقی مانده های تقسیمشان بر 4 با هم برابر است. حال اگر آن دو عدد را a و 

b فرض کنیم، a و b بر 4 هم باقی مانده بوده و بنابر تعریف هم نهشتی باید a 4≡ b و حکم به دست می آید.
تمرین:در حالت کلیّ ثابت کنید در بین هر (n   +1) عدد طبیعی دلخواه و بیشتر، همواره حداقل 2 عدد مانند a و b یافت 

می شوند به قسمی که تفاضل آنها بر n بخش پذیر است. )به پیمانهٔ n هم نهشت اند(.

کار در کلاس

1  یک مثلث متساوی الاضلاع به طول ضلع 3 واحد را تقسیم بندی کرده ایم. نشان 

دهید اگر 10 نقطه دلخواه از داخل این مثلث اختیار کنیم حداقل 2 نقطه بین این نقاط 
وجود خواهد داشت به قسمی که فاصلهٔ آنها از یکدیگر کمتر از 1 باشد.

٢  با توجه به 1 برای شکل مقابل یک مسئله طرح کنید و با استفاده از اصل لانه کبوتری 

به آن پاسخ دهید.

3  نشان دهید در یک خانوادهٔ حداقل 5 نفری، دست کم دو نفر فصل تولدشان یکی است.

4  نشان دهید در هر گراف ساده از مرتبهٔ P ≥2 حداقل دو رأس هم درجه وجود دارد. )راهنمایی: مسئله را در دو حالت 

یا تنها نداشته باشیم که در این صورت درجات رئوس از 1 تا n   -1 تغییر می کند.  بررسی کنید. )1( حالتی که رأس ایزوله 
)2(  حالتی که یک رأس تنها داشته باشیم که در این صورت درجات بقیهٔ رئوس از 1 تا n   -2 تغییر می کند( آیا نیازی هست 

حالتی را در نظر بگیریم که دو رأس یا بیشتر تنها باشند؟

3

1

1

1

1

1

2

شکل 9

شکل 10
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فعالیت
جدول زیر را )با توجه به قراردادن n کبوتر در n لانه در هر مرحله( کامل کنید و نتیجه گیری خود را با نتیجه داخل کادر )تعمیم 

اصل لانه کبوتری( مقایسه کنید.

تعداد لانه ها (n)تعداد کبوترها (١+    kn)اطمینان از وجود لانه ای با حداقل (١+    k) کبوتر

١n+ n *1اطمینان از وجود لانه ای با حداقل 2 کبوتر

١n+ n *2اطمینان از وجود لانه ای با حداقل ... کبوتر

١n+ ....اطمینان از وجود لانه ای با حداقل 4 کبوتر

⁞⁞⁞

١n+ ....اطمینان از وجود لانه ای با حداقل ...... کبوتر

همان طور که مشاهده می کنید در سطر دوم به ازای n   =4 و k   =2 تعداد کبوترها 9=1+4*2 می باشد که طبق جدول می بایست 
لانه ای با حداقل 3 کبوتر یافت شود و شکل زیر گویای این روش است که اگر در هر لانه یک کبوتر قرار بگیرد و از هر 5 کبوتر 
باقی مانده مجدّد در هر لانه 1 کبوتر قرار بگیرد در نهایت نهمین کبوتر در هر لانه ای قرار بگیرد همان لانه دارای 3 کبوتر است. 
توجه دارید که در حالت های زیادی از نشستن کبوترها در لانه ها حداقل 1 لانه با حداقل 3 کبوتر می تواند وجود داشته باشد 

)همهٔ کبوترها در 1 لانه قرار بگیرند یا 5 کبوتر در 1 لانه و 4 کبوتر در لانه ای دیگر یا ...(.
لانه ها کبوترها

1

2

3

4

5

6

7

8

9

1

2

3

4

1

3

٢

4

9

6

٢

8

٥

3 41

7

ب

الف

تعمیم اصل لانه کبوتری: هرگاه (kn   +1) کبوتر یا بیشتر در n لانه قرار بگیرند در این صورت لانه ای وجود دارد که 
حداقل (k   +1) کبوتر در آن قرار گرفته است.

شکل 11
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مثال: در یک اردوی دانش آموزی حداقل چند  دانش آموز وجود داشته باشند تا اطمینان داشته باشیم که حداقل 7 نفر از 
آنها ماه تولد یکسانی دارند؟

حل: در این مسئله k   +1=7 یعنی k   =6 است و n یا تعداد لانه ها همان تعداد ماه های سال یعنی n   =12 است، پس تعداد 
کبوترها یا معادل با آن تعداد دانش آموزان حداقل می بایست kn   +1=6 *12+1=73 باشد.

کار در کلاس

1  در یک دبیرستان حداقل چند دانش آموز وجود داشته باشند تا مطمئن باشیم حداقل 10 نفر از آنها ماه و روز هفتهٔ 

تولدشان یکی است؟
٢  54 شاخه گل را حداکثر در چند گلدان قرار دهیم تا اطمینان داشته باشیم گلدانی هست که در آن حداقل 5 شاخه گل 

قرار گرفته است؟
k  +1=... ⇒ k    =...  
kn   +1=54 ⇒ 4n   = ... ⇒ [ ]n = =

4



  
3  حداقل چند نفر در یک سالن همایش حضور داشته باشند تا مطمئن باشیم حداقل 3 نفر از آنها دو حرف اول و دوم 

فامیلشان غیر تکراری و مثل هم است؟
)فامیلی هایی مثل اشتری و اشراقی مورد نظر است(.

مثال: حداقل چند نقطه از داخل مثلثی متساوی الاضلاع به طول ضلع 2، انتخاب 
کنیم تا مطمئن باشیم حداقل 2 نقطه از آنها فاصله شان کمتر از 1 است.

حل: کافی است مطابق شکل، مثلث مفروض را به 4 مثلث متساوی الاضلاع به طول 
ضلع 1 تقسیم بندی کنید که در این صورت اگر 5 نقطه از داخل این مثلث انتخاب کنید 
طبق اصل لانه کبوتری اطمینان دارید حداقل یکی از مثلث ها شامل دست کم  2  نقطه 
از این 5 نقطه خواهد بود و فاصلهٔ این دو نقطه از طول ضلع مثلث های کوچک تر 

کمتر می باشد.
مثال: نشان دهید در هر کلاس با n دانش آموز (n   ≥2) حداقل 2 دانش آموز یافت می شوند که تعداد دوستان آنها در آن 

کلاس با هم برابر است.
ثابت کردیم که در هر گراف ساده حداقل 2 رأس هم درجه وجود دارد، لذا کافی است گرافی تعریف کنید که  حل: قبلاً 

رأس های آن دانش آموزان و رابطهٔ دوستی بین هر دو دانش آموز را با یالی بین رأس های متناظرشان تعریف کنید.

شکل 12
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تمرین

1  در بین اعداد طبیعی 1 تا 90 (n ≤90 ≥1) چند عدد وجود دارد که بر 2 یا 3 بخش پذیر باشند؟

٢  در بین اعداد طبیعی 1 تا 200 (n ≤200 ≥1) چند عدد وجود دارد که بر 4 بخش پذیر باشند ولی بر 7 بخش پذیر نباشند؟

3  در یک کلاس 34 نفری، 15 نفر فوتبال بازی می کنند، 11 نفر والیبال و 9 نفر بسکتبال بازی می کنند. اگر بدانیم 10 نفر 

عضو هیچ یک از این سه تیم نبوده و 5 نفر فوتبال و والیبال، 6 نفر والیبال و بسکتبال و 3 نفر فوتبال و بسکتبال بازی می کنند 
مشخص کنید:

الف( چند نفر هر سه رشتهٔ ورزشی را بازی می کنند؟
ب( چند نفر فقط فوتبال بازی می کنند؟

پ( چند نفر والیبال بازی می کنند ولی بسکتبال بازی نمی کنند؟
ت( چند نفر فقط در یک رشته بازی می کنند؟

4  اگر بخواهیم یک قفل دارای رمز 5 رقمی و فاقد صفر را که سه رقم آن 7 و 2 و 3 هستند باز کنیم و تمام اعداد 5   رقمی 

را که شامل حداقل یک رقم 7 و یک رقم 2 و یک رقم 3 هستند در اختیار داریم و بستن و امتحان کردن هریک از این اعداد 
5 رقمی، 6 ثانیه طول بکشد، برای باز کردن این قفل حداکثر چقدر زمان نیاز داریم؟

٥  چه تعداد تابع چون f  :A→B می توان تعریف کرد اگر بدانیم A|=5| و B|=4| است؟ چه تعداد از این توابع یک به یک 

هستند؟

6  به چند طریق می توان 5 کتاب مختلف را بین 8 نفر توزیع کرد، اگر بخواهیم به هر نفر حداکثر یک کتاب بدهیم؟

7  به چند طریق می توان 6 فیلم سینمایی را بین سه داور برای داوری تقسیم کرد، به طوری که هر داور حداقل یک فیلم را 

داوری کند؟

8  ثابت کنید، در بین هر 368 نفر حداقل دو نفر هستند که در یک روز متولد شده اند.

9  ثابت کنید، اگر در یک دبیرستان حداقل 505 دانش آموز مشغول تحصیل باشند لااقل 7 نفر از آنها روزِ هفته و ماه 

تولدشان یکسان است.

10  حداقل چند نفر در یک سالن ورزشی مشغول تماشای مسابقه کشتی باشند تا مطمئن باشیم لااقل 20 نفر از آنها روز 

تولدشان یکسان است؟

11  ثابت کنید در بین هر سه عدد طبیعی حداقل دو عدد طبیعی وجود دارد که مجموعشان عددی زوج باشد.

1٢  مجموعهٔ اعداد A={1, 2, ..., 84} را در نظر می گیریم. نشان دهید هر زیرمجموعهٔ 43 عضوی از A دارای حداقل 

2 عضو است که مجموعشان برابر با 85 باشد.
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نظر  به صورت یک تصاعد عددی مرتب شده اند، در  13  مجموعهٔ اعداد A={1, 5, 9, 13, ..., 77, 81, 85} را که 

می گیریم. اگر از این مجموعه 13 عضو انتخاب کنیم، نشان دهید که حداقل 2 عدد در این 13 عدد وجود دارد که مجموعشان 
برابر با 90 باشد.

14  13 نقطه درون یک مستطیل 8*6 قرار دارند. نشان دهید حداقل 2 نقطه از این 13 نقطه وجود دارد که فاصلهٔ آنها از 

8 باشد. هم، کمتر از 

1٥  5 نقطه در صفحه با مختصات صحیح در نظر می گیریم. ثابت کنید حداقل دو نقطه از این 5 نقطه وجود دارد، طوری که 

مختصات نقطهٔ وسط این دو نقطه نیز صحیح می باشد.
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اسامی دبیران و هنرآموزان شرکت کننده در اعتبارسنجی کتاب  ریاضیات گسسته  با کد 11٢٢1٥

استان محل خدمتنام و نام خانوادگیردیفاستان محل خدمتنام و نام خانوادگیردیف
فارس فرود نجفی28گيلان امين مجيدي1
مرکزي نرجس زنگارکی29ایلام خليل تيموری2
گيلان عباسعلی ایزدی قصبه30آذربایجان شرقي نرگس اصلانی گرمی3
ایلام علی اصغر بسطامی31البرز آسيه رضائی گرجی4
شهرتهرانرسول حاجي زاده32همدان آزاده قنادیان5
چهارمحال وبختياري زهره محمدی33شهرتهران طاهره جعفری6
بوشهر عليرضا محمدی34فارس پرویز رضایی7
لرستان فرزانه کد خدایی35خوزستانعادل محمدی8
کردستان شفيع ملایی36خراسان شمالي فرزانه منصوری9

خراسان جنوبي مریم فرهادپور37کرمانشاه سهيلا چناری10
شهرستانهای تهران  زهرا درویش توانگر38اصفهان محمد درویش زاده11
سيستان وبلوچستان مرتضی جعفری39چهارمحال وبختياري کامران کبيری12
هرمزگان نجمه یزدان بخش40آذربایجان غربي مهران قاسمی13
خوزستان هوشنگ افشين41البرز جواد بهرامی14
کرمانشاه رضا صيادی42اصفهان مهناز رحيمی15
گيلان فيروزه شاهين شالکوهی43قزوین سيد عيسی حسينی16
لرستان سکينه حبيبی44کردستان لقمان حسينی17
خراسان جنوبي مهدی قسوره45مازندران حميده عبدالهي18
قم علی عبدالمحمد46خراسان رضوی رضا زید آبادی19
خراسان شمالي سيدحسين باقرنژاد47سمنان ام البنين ربيعی20
قم آذر کرميان48همدانعلی جعفری21
سمنان مریم اميدیان49کرمان سميه پورجواران22
کهگيلویه وبویراحمد وحيد سجادپور50خوزستانفاطمه سقائيان23
گلستان مسعودرضا عرب یارمحمدی51یزد جمال نوین24
مازندران جلال سرحدی52شهرستانهای تهران  محبوبه رمضانی25
آذربایجان غربیفرزاد جوادی53قزوین سيد رضا پرپينچی26
گلستان سيما حقيقی اذر54کرمان محمد کارامد27

سازمان پژوهش و برنامه ریزی آموزشی جهت ایفای نقش خطير خود در اجرای سند تحول بنيادین در آموزش و پرورش و برنامه درسی 
ملی جمهوری اسلامی ایران، مشارکت معلمان را به عنوان یک سياست اجرایی مهم دنبال می کند. برای تحقق این امر در اقدامی نوآورانه 
نونگاشت،  با دریافت نظرات معلمان دربارۀ کتاب های درسی  تا  راه اندازی شد  اعتبارسنجی کتاب های درسی  بر خط  تعاملی  سامانه 
کتاب های درسی را در اولين سال چاپ، با کمترین اشکال به دانش آموزان و معلمان ارجمند تقدیم نماید. در انجام مطلوب این فرایند، 
همکاران گروه تحليل محتوای آموزشی و پرورشی استان ها، گروه های آموزشی و دبيرخانۀ راهبری دروس و مدیریت محترم پروژه آقای 
محسن باهو نقش سازنده ای را بر عهده داشتند. ضمن ارج نهادن به تلاش تمامی این همکاران، اسامی دبيران و هنرآموزانی که تلاش 
مضاعفی را در این زمينه داشته و با ارائۀ نظرات خود سازمان را در بهبود محتوای این کتاب یاری کرده اند به شرح زیر اعلام می شود.
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