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بعضی وقت‌ها با خودم فکر می‌کنم که اگر می‌شد به چند سال قبل برگردم، چه کارهایی انجام می‌دادم و چه کارهایی 
انجام نمی‌دادم. معمولاً هم نتیجهء این فکرها می‌شود یک سری حسرت و ناراحتی و گاهی هم لبخند و خوشحالی!  
چند وقت پیش‌ها یک فیلمی دیدم به اسم !About time؛ داستان کلی این فیلم، در مورد پسری بود که می‌توانست 
در زندگی گذشتهء خودش سفر کند. این‌جوری که می‌رفت یک جایی که فقط و فقط خودش باشد و به یک لحظه در 
گذشتهء خودش فکر می‌کرد، دقیقاً همون لحظه‌ای که دلش می‌خواست تغییرش بده! بعد وقتی که از اون‌جا می‌اومد 
بیرون، دقیقاً به همون لحظه برمی‌گشت و اون کاری که احساس می‌کرد باید انجام می‌داده و نداده رو انجام می‌داد!! مثلاً 
همین الان فرض کنید اگر برمی‌گشتید به گذشتهء خودتون، چه‌جوری زندگی می‌کردید و چه چیزی را تغییر می‌دادید؟
قسمت جالب فیلم این بود که نتیجهء این تغییرات بعضی موقع‌ها خوب می‌شد، بعضی موقع‌ها هم بد و بعضی موقع‌ها 
هم چیزی رو تغییر نمی‌داد! مثلاً این‌که سفر در زمان، نمی‌تواند کسی را وادار به عشق کند! آخر فیلم هم یه دیالوگ 

خوب داره که می‌گه:
»هر روزی رو دو بار تکرار می‌کردم. بار اول به خاطر استرسی که مشکلات زندگی باعثش می‌شه، مانع لذت‌بردن من از زندگی می‌شد. اما بار 

دوم همون روز رو بدون استرس و نگرانی می‌گذروندم و این باعث می‌شد از کوچیک‌ترین چیزا هم لذت ببرم!«
حالا تصور کنید که 1 سال از امروز گذشته! حسرت چه چیزهایی را می‌خورید؟ به خاطر چه کارهایی لبخند می‌زنید؟ 
همین الان یک جدولی شبیه جدول زیر درست کنید، این چیز‌ها را بنویسید و یک جایی بگذارید که جلوی چشمتون 

باشد. هر روز به این جدول نگاه کنید و مرتب به‌روزش کنید. حتماً به دردتون خواهد خورد!
چیزهایی که حسرتشو می‌خورم.کارهایی که به خاطرشون خوشحال می‌شم.

 چه‌قدر خوب شد که ریاضی نردبام رو خوب خوندم.

 ورزش خیلی به روحیه‌ام کمک کرد. خوشحالم که با 

این‌همه درس نذاشتمش کنار!
.
.
.

 کاش بهتر برنامه‌ریزی می‌کردم ...
 کاش کم‌تر می‌رفتم تو اینستا! 

.

.

.

نوشتن کتاب‌های سری نردبام اصلاً کار آسونی نیست؛ چرا که با توجه به محدودیت‌های کتاب درسی، باید کتابی 
بنویسی که هم از چارچوب کتاب درسی خارج نشود، هم در مسیر کنکور باشد و مهم‌تر از همه تست‌های جون‌دار و 
خفن داشته باشد! مؤلفان کتاب به خوبی از پس این کار براومدند! به این دوستان تبریک می‌گم به خاطر محصولی 
که تولید کردند! دست واحد تولید هم درد نکند که مثل همیشه پا‌به‌پای تألیف، کارها را جلو بردند! یک تشکر ویژه 

هم از لولاو مرادی که دلسوزانه برای تولید این کتاب جنگید.
زندگی یه بار بیشتر نیست! قدرشو بدون ... �



دوستان خوب رشتۀ تجربی سلام

خب شما عزیزانی که این کتاب را انتخاب کرده‌اید، لازم است چند مطلب که در تألیف این کتاب مورد توجه مؤلفین 
بوده است را بدانید:

 به جای درس‌نامه، مرورنامه داشته‌ایم به این معنا که تمامی مطالب درسی به طور کامل گفته نشده است اما تمام 
مواردی که ضروری بوده است یا در قالب تست آموزشی یا در قالب نکتهء درسی در قسمت مرورنامه آورده شده است.
 در تست‌هایی که به عنوان قسمت آخر بخش آورده شده است به هیچ عنوان از تست کنکور استفاده نشده است 
تا هم تست بیشتری تألیف کنیم و هم آن‌که خود بتوانید تست‌های کنکور را بعداً پس از تکمیل فرآیند آموزش 

بررسی کنید.
 تست‌های هر بخش با یک چیدمان راحت به سخت آورده شده است. تا آموزش رفته‌رفته تکمیل شود. به 
همین جهت انتخاب برخی تست‌ها در قالب زوج، فرد و یا تست مضربی در استفاده از این کتاب به هیچ عنوان 

پیشنهاد نمی‌شود.
 تجربهء تیم مؤلف در کتاب نردبام دهم، یازدهم و دوازدهم در رشتهء ریاضی پشتوانهء بسیار قوی در تألیف تست‌های 

این کتاب بوده است به طوری که تست‌ها با کم‌ترین تکرار و بیشترین تنوع ارائه شده است.
 پاسخ تشریحی کافی که مفاهیم اصلی جواب را شامل شود و زیاده‌گویی نکرده باشد نقطهء قوت کتاب محسوب می‌شود.
 تست‌های کنکور سراسری در انتهای کتاب به صورت تفکیکی آورده شده است که می‌توانید از آن‌ها بهرهء کافی 

را ببرید.
تألیف این کتاب تجربهء سال‌ها تدریس درس ریاضی تجربی و حسابان در مدارس برتر تهران بوده است.

نتیجهء تلاش تیم مؤلف کسب چند رتبهء یک‌رقمی و چندین رتبهء خاص »1« در سال‌های اخیر کنکور بوده است.
به همین جهت از تمام دانش‌آموزان عزیزمان که در این سال‌ها در کنار ما در کلاس درسی همراه و همیار بوده‌اند 
کمال تشکر را داریم و به آن‌ها افتخار می‌کنیم. اگر مساعدت و همفکری مسئولین محترم انتشارات نبود این کتاب در 
این مدت حتماً به ثمر نمی‌نشست. از جناب کمیل نصری و جناب ایمان سلیمان‌زادهء عزیز که خیلی دوست‌داشتنی 
است تشکر می‌کنیم. از سرکار خانم مرادی که خستگی را خسته کرده خیلی ممنونیم. از تیم ویراستار به‌خصوص 

جناب امیرحسین شریفیان و ... که خیلی صبورانه و دقیق بازنگری کردند، اصلاح کردند و ... تشکر می‌کنیم.
در پایان باید بگوییم که این اثر ناقابل نمی‌تواند بی‌خطا باشد. کمک کنید تا بتوانیم در اولین فرصت خطاهای کتاب 

را اصلاح کنیم تا دانش‌آموزان با آرامش خاطر بیشتر از این کتاب استفاده کنند.
پاییز 1401 تیم تألیف �
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) نسبت‌های مثلثاتی به صورت زیر تعریف می‌شوند.  Æ )A = 90 ،ABC در مثلث قائم‌الزاویهء

� sina = =b
a

oU» ¾M ®MI£¶ 	 cosa = =c
a

oU» ¾M n»I\¶

 tana = =b
c

n»I\¶ ¾M ®MI£¶ 	 cota = =c
b

®MI£¶ ¾M n»I\¶

 نسبت‌های مثلثاتی زوایای معروف در جدول زیر آورده شده است:

 360 270 180 90 0 60  45 30 aa

0 -1010 3

2
 2

2
 1
2

 sinaa

10 -101 1
2

 2
2 3

2

 cosaa

000 31 3
3

 tanaa

00 3
3

1 3 cotaa

)سراسری 99( AH کدام است؟� CH، اندازهء ارتفاع == 9 sinC و == 5

13
 در شکل زیر، فرض کنید

� 3 25/ )1
 3 5/ )2
 3 6/ )3

 3 75/ )4
 گزینهء »4«

 sinC AH
AC

AH a
AC a

HC a aHC= = Þ
=
=

¾ ®¾¾¾ = ¾ ®¾¾¾ ==5

13

5

13
12 12 9

9tn¼üIXÃÎ ÞÞ =
ì
í
î

a 3

4
�

 .AH a= = =5
15

4
3 75/ پس:

 ناظری به فاصلهء 35 متر از پای ستونی که بر روی آن مجسمه‌ای قرار دارد، ایستاده است، زاویهء رؤیت انتها و ابتدای مجسمه با سطح 
)سراسری 94( � (tan / )40 0 8

 == افقی 45 و 40 درجه است. ارتفاع مجسمه کدام است؟
 7 2/ )4 	7 )3 	 6 4/ )2 	6 )1

ابتدا یک شکل فرضی رسم می‌کنیم:  گزینهء »3«	
�

 
tan 45 1 35

 = = Þ = =BH
MH

BH MH
�

 tan /40 0 8
35

35
7

 = Þ = - Þ =AH
MH

AB AB �
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در مثلثABC، مطابق شکل روبه‌رو، می‌توان روابط زیر را بیان نمود:�
 S bc A ba C ac B= = =1

2

1

2

1

2
sin Æ sin Æ sin Æ �  a b c bc A2 2 2 2= + - cos Æ)قضیهء کسینوس‌ها( 	

 a
A

b
B

c
Csin Æ sin Æ sin Æ

= = )قضیهء سینوس‌ها( �

8 واحد است. این دو قطر با زاویهء 60 درجه متقاطع هستند. مساحت این متوازی‌الاضلاع  3  اندازهء دو قطر از متوازی‌الاضلاع 12 و
)سراسری 96( کدام است؟�

72 )4 	64 )3 	54 )2 	48 )1
 گزینهء »4«�

مساحت هر چهارضلعی که توسط رسم قطرها داخل متوازی‌الاضلاع پدید می‌آید با هم برابر است.

 S S OB OCOBC= = ´ ´ ´ ´ = ´ ´ ´ =4 4
1

2
60 2 6 4 3

3

2
72sin  �

�

درجه: اگر محیط دایره‌ای را به 360 کمان مساوی تقسیم کنیم، اندازهء زاویهء مرکزی روبه‌روی هر کدام از این کمان‌ها، 1 درجه است.

رادیان: اگر در دایره‌ای به شعاع R، کمانی به طول R جدا کنیم، اندازهء زاویهء مرکزی مقابل به آن، 1 رادیان است.

q =1 1 57rad rad, � � �
�

 = Rq �. Rq q )برحسب رادیان( در دایره‌ای به شعاع R برابر است با: طول کمان: طول کمان مقابل به زاویهء

�
 است. = R q رادیان باشد، آن‌گاه مثلاً اگر1=

57 است، پس می‌توان زوایای 1، 2، ... و 6 رادیان را به صورت زیر در یک دایره، نمایش داد:   با توجه به این‌که یک رادیان، تقریباً

q = 6 radq = 5 radq = 4 radq = 3 radq = 2 radq =1 rad

 اگر زاویه‌‌ای D درجه و R رادیان باشد، 

. D R
180

=
p

آن‌گاه
در شکل داده‌شده، زوایای معروف، برحسب درجه و رادیان بیان شده‌اند:

�
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 aa aa بر روی دایرهء مثلثاتی، سه رأس یک مثلث قائم‌الزاویه‌اند. pp++ 2k 3 و
4

2
pp pp++ k ، 5

12
2

pp pp++ k  انتهای کمان‌های مقابل به زوایای
 ( )kÎÎ کدام می‌تواند باشد؟

 11
6

p )4 	 4
3

p )3 	 17
12

p )2 	 5
4

p )1

 135 75 و 3 معادل
4

p 5 و
12

p به شرطی مثلث قائم‌الزاویه است که دو رأس آن، دو سر قطر دایره باشد. دقت کنید که  گزینهء »2«	
هستند. دو حالت می‌توان در نظر گرفت:

      �
 
C
1

180 75 255
17

12
:a a p= + = Þ =  

�
 C

2
135 180 315

7

4
:a a p= + = Þ =   �

4 باشد. اگر در شکل زیر شعاع دایره برابر 6 باشد، محیط ناحیهء رنگی چه‌قدر است؟ 3sinqq qq== qq برحسب رادیان و  فرض کنید
� 15q )1
 18q )2
 21q )3
 24q )4

 2 2a sin a در مثلث متساوی‌الساقینی به زاویهء رأسa و ساق‌های برابر a طول قاعدهء مثلث برابر است با:�  گزینهء »3«	
AB: وتر R= = = ´ =2

2

2
12 12

3

4
9sin sinq q q q AB :کمان� R = ´ =2 12q q 	

9 است. 12 21q q q+ = پس محیط شکل رنگی برابر

�

دایره‌ای است به مرکز مبدأ مختصات و شعاع 1، به طوری که جهت مثبت آن خلاف جهت عقربه‌های ساعت است.

�
P روی دایرهء مثلثاتی مطابق شکل مقابل قرار داشته باشد، آن‌گاه: x y( , )  اگر نقطهء

�
 
x OH
y OH

P
= =
= ¢ =

ü
ý
þ

Þ
cos
sin

(cos ,sin )
q
q

q q �

 tanq = y
x

�

OA شروع به حرکت می‌کند. بنابراین در هر ناحیه، با توجه به علامت x و y در آن ناحیه،  q در جهت مثبت مثلثاتی و از  توجه کنید که زاویهء
علامت نسبت‌های مثلثاتی مشخص می‌شود.

ناحیهء چهارمناحیهء سومناحیهء دومناحیهء اول
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ناحیهء چهارمناحیهء سومناحیهء دومناحیهء اول

 

x y> >
+
+
+
+

0 0,
sin
cos
tan
cot

q
q
q
q

 

x y< >
+
-
-
-

0 0,
sin
cos
tan
cot

q
q
q
q

 

x y< <
-
-
+
+

0 0,
sin
cos
tan
cot

q
q
q
q

 

x y> <
-
+
-
-

0 0,
sin
cos
tan
cot

q
q
q
q

x است. y2 2
1+ = P روی دایرهء مثلثاتی واقع باشد، آن‌گاه x y( , )  اگر نقطهء

P روی دایره‌ای به شعاع R و مرکز مبدأ مختصات واقع باشد، آن‌گاه: x y( , ) در حالت کلی اگر نقطهء
 x y R2 2 2+ = �

�
tanqq کدام است؟� P مطابق شکل روی دایرهء مثلثاتی قرار دارد. مقدار a a( , )1 2--  نقطهء

 - 4
3

)2 		  - 3
4

)1

 - 4
5

)4 		  - 3
5

)3

cos) است. ,sin )q q مختصات نقطهء P به صورت  گزینهء »2«	

 ( ) ( , )1 2 1 5 4 0
4

5

3

5

4

5

2 2 2- + = Þ - = Þ = Þ -a a a a a P �tanq = =
-

= -
y
x

4

5

3

5

4

3
	

sin2 باشد، حدود m کدام است؟ 2

1 2
aa ==

-- m pp و aa pp
12

5

12
££ ££  اگر

 - £ £ -3

2

1

2
m )4 	 m = - 3

2
3( فقط 	 m £ - 3

2
)2 	 - £ <1

2

1

2
m )1

1 و حداکثر برابر 1 است.
2

sin2a حداقل برابر p است پس مقدار a p
6

2
5

6
£ £ دقت کنید که  گزینهء »4«	

 1
2

2 1
1

2

2

1 2
1 2 1 2 4

3

2

1

2

1 2 0£ £ Þ £
-

£ ¾ ®¾¾¾ £ - £ Þ - £ £ -- >sin a
m

m mm �
1 هم صدق می‌کند. 2 0- >m جواب به دست آمده در شرط

�

ابتدا به حالت‌های خاص زیر توجه کنید:

cos( ) sinp a a2 + = -sin( ) cosp a a2 + =

cot( ) tanp a a2 + = -tan( ) cotp a a2 + = -
�

cos( ) sinp a a2 - =sin( ) cosp a a2 - =

cot( ) tanp a a2 - =tan( ) cotp a a2 - =

cos( ) cosp a a+ = -sin( ) sinp a a+ = -

cot( ) cotp a a+ =tan( ) tanp a a+ =
�

cos( ) cosp a a- = -sin( ) sinp a a- =

cot( ) cotp a a- = -tan( ) tanp a a- = -

cos( ) cos2p a a+ =sin( ) sin2p a a+ =

cot( ) cot2p a a+ =tan( ) tan2p a a+ =
�

cos( ) cos2p a a- =sin( ) sin2p a a- = -

cot( ) cot2p a a- = -tan( ) tan2p a a- = -
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cos( ) cos- =a asin( ) sin- -=a a

cot( ) cot- -=a atan( ) tan- -=a a

kp دو مرحله لازم است: a2 ±  برای محاسبهء نسبت‌های مثلثاتی
 اگر k صحیح و زوج باشد، نسبت‌ مثلثاتی عوض نمی‌شود ولی اگر k صحیح و فرد باشد، نسبت‌ مثلثاتی عوض می‌شود.

kp در آن ناحیه قرار می‌گیرد، علامت نسبت مثلثاتی داده‌شده  a2 ± a )حتی اگر کوچک نباشد( و یافتن ناحیه‌ای که  با فرض کوچک‌بودن
را به عنوان علامت جواب در نظر می‌گیریم. 

به طور مثال:

tan( ) tanp a a- = -sin( ) cos3

2

p a a+ = -sin( ) cosp a a2 + =

ناحیهء دوم، سینوس مثبتناحیهء چهارم، سینوس منفیناحیهء دوم، تانژانت منفی

)سراسری 98( )sin کدام است؟� )cos( ) tan( )sin( )17

3

17

6

19

4

11

6

pp pp pp pp-- ++ --  حاصل عبارت

 1
2

)4 	 1
4

)3 	 - 1
2

)2 	 - 1
4

)1

 گزینهء »3«
 sin sin( ) sin17

3
6

3 3

3

2

p p p p= - = - = - �cos( ) cos( ) cos- = - + = - = -17

6
3

6 6

3

2

p p p p 	
 

 tan( ) tan( ) tan19

4
5

4 4
1

p p p p= - = - = - �sin( ) sin( ) sin- = - + = =11

6
2

6 6

1

2

p p p p 	
 

 Þ = - - + - = - =P ( )( ) ( )( )3

2

3

2
1

1

2

3

4

1

2

1

4
�

)سراسری 91(  کدام است؟�
cos( ) cos( )

sin( ) sin( )

3

2

3

pp qq pp qq

pp qq pp qq

++ -- ++

-- -- ++
tan باشد، مقدار /qq == 0 2  اگر

3 )4 	2 )3 	 1 2/ )2 	 -3 )1

 P =
- -
- -

= +
+

= +sin ( cos )
sin ( sin )

sin cos
sin sin

sin cos
si

q q
q q

q q
q q

q q
2 nn

cot (
/
)

q
q= + = + = + =1

2

1

2

1

2

1

2

1

0 2

1

2

5

2
3  گزینهء »4«�

 sin cos , cos sin , tan cot , cot tana b a b a b a b= = = = b دو زاویهء متمم باشند، آن‌گاه:� a و  اگر
 sin sin , cos cos , tan tan , cot cota b a b a b a b= = - = - = - b مکمل هم باشند، آن‌گاه:� a و و اگر

aa کدام می‌تواند باشد؟ bb++ )tan باشد، حاصل )tan( )aa pp bb pp++ -- ==
4 3

1  اگر

 11
12

p )4 	 2
3

p )3 	p2 )2 	 7
12

p )1

 tan( )
tan( )

cot( )a p

b p
b p+ =

-
= -

4

1

3

3
tan است.� cotx y= x باشد، آن‌گاه y+ = p

2 اگر  گزینهء »1«	

a یکی از جواب‌ها می‌تواند باشد. b p p p p+ = + - =
2 3 4

7

12
) باشد، بنابراین ) ( )a p b p p+ + - =

4 3 2
یکی از حالت‌های ممکن آن است که
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P برابر کدام است؟ == ++ ++ ++ ++cos cos cos cospp pp pp pp
9

2

9

3

9

9

9
  حاصل عبارت

4( صفر 	 -1)3 	1 )2 	 1
2

)1

cos است. cosa b= - a باشد، آن‌گاه b p+ = اگر  گزینهء »3«	

5  مکمل‌اند، پس مجموع کسینوس‌های آن‌ها برابر صفر است.
9

p 6 و
9

p ، 7
9

p ، 8
9

p 4 به ترتیب با زوایای
9

p 3 و
9

p ، 2
9

p ، p9 زوایای

 cos cos , cos cosp p p p
9

8

9
0

2

9

7

9
0+ = + = �cos cos , cos cos3

9

6

9
0

4

9

5

9
0

p p p p+ = + = 	

cos پس حاصل عبارت P برابر1- است. 9
9

1
p = - از طرفی

�

 اتحادهای ابتدایی و اصلی در مبحث مثلثات به صورت زیر می‌باشند:

 1 12

2
+ =cot

sin
x

x
 1 12

2
+ =tan

cos
x

x
 sin cos2 2

1x x+ =

 cot cos
sin

x x
x

= tan sin
cos

x x
x

= tan .cotx x =1

)سراسری 98( aa در ربع سوم باشد، حاصل عبارت زیر کدام است؟� tanaa و انتهای کمان == 4

3
 اگر

 sin( )cos( ) tan( )9

2

7

2

3

2

pp aa pp aa aa pp++ -- -- -- �
 0 48/ )4 	 0 27/ )3 	 -0 52/ )2 	 -1 23/ )1

ابتدا سایر نسبت‌های مثلثاتی را پیدا می‌کنیم:  گزینهء »3«	
 1 1

1
16

9

1 9

25

32

2 2

2+ = Þ + = Þ = ¾ ®¾¾¾ = -tan
cos cos

cos cosa
a a

a a³¼w â¾ÃeIº
55

�

 sin cos sin sin2 2 2
1 1

9

25

16

25

4

5
a a a a+ = Þ = - = ¾ ®¾¾¾ = -³¼w â¾ÃeIº �

 P = + + - - - - - = - + = -sin( ).cos( ) tan( ) cos ( sin ) cot4
2

4
2 2

p p a p p a a p p a a a 33

5

4

5

3

4
0 27( ) /+ + = �

)سراسری 98( tan کدام است؟�
tan

(sin sin )x
x x x

1

1

2++
-- pp باشد، حاصل عبارت pp2 << <<x  اگر

 cos x )4 	 cos2 x )3 	 -cos x )2 	 -cos2 x )1
cos در این ناحیه منفی است. x دقت کنید که x در ناحیهء دوم است و  گزینهء »1«	

 P
x
x

x

x
x

x
x

x

x
x

= - = =

sin
cos

cos

( sin
sin

)
sin
cos

| cos |

. cos
sin

si

1

1

1

2

2 2
nn
cos

cos

. cos
sin

sin cos
sin

cos
x
x

x

x
x

x x
x

x
-

= - ´ = -
1

2 2
2 �

 به کمک اتحادهای اصلی، می‌توان اتحادهای زیر را نتیجه گرفت:

 sin cos sin cos4 4 2 2
1 2x x x x+ = - �sin cos sin cos6 6 2 2

1 3x x x x+ = - 	

sin کدام است؟ cos
sin cos

4 4

6 6

x x
x x
++
++

tan باشد، حاصل عبارت cotx x++ == 5

2
 اگر

 17
13

)4 	 14
13

)3 	 7
12

)2 	 5
12

)1

 گزینهء »4«
 sin
cos

cos
sin

sin cos
sin cos

sin cox
x

x
x

x x
x x

x+ = Þ + = Þ5

2

5

2

2 2

1� ��� ���

ss x = 2

5

�
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حال، هر یک از عبارت‌های صورت و مخرج را محاسبه می‌کنیم. دقت کنید که صرف نظر از نکتهء صفحهء قبل، سعی می‌کنیم، فرمول‌های داده‌شده 
را اثبات کنیم:

 sin cos sin cos sin cos sin2 2 4 4 2 2
1 2 1x x x x x x+ = ¾ ®¾¾¾ + + = Þ2  ·H¼U  ¾M 44 4 2 2

1 2x x x x+ = -cos sin cos �
 sin cos sin cos sin cos cos2 2 6 6 4 2 4

1 3 3x x x x x x+ = ¾ ®¾¾¾ + + +3  ·H¼U  ¾M xx xsin2 1= �
 Þ + + + = Þ +sin cos sin cos (sin cos ) sin cos6 6 2 2 2 2

1

6 6
3 1x x x x x x x� ��� ��� xx x x= -1 3

2 2sin cos �

 P x x
x x

x x
x x

= +
+

= -
-

=
-sin cos

sin cos
sin cos
sin cos

(4 4

6 6

2 2

2 2

1 2

1 3

1 2
4

255

1 3
4

25

17

13

)

( )-
= �

 اتحادهای مثلثاتی زوایای دو برابر کمان عبارت‌اند از:

sin sin cos2 2a a a= �cos cos sin cos sin2 2 1 1 2
2 2 2 2a a a a a= - = - = - 	

 فرمول‌های زیر که به فرمول‌های طلایی معروف‌اند، در حل سؤالات کاربرد زیادی دارند:

2 1 2
2cos cosa a= + �

2 1 2
2sin cosa a= - 	

)سراسری 95( )cos کدام است؟� )3

2
2

pp aa-- sin باشد، مقدار cosaa aa-- == 1

2
 اگر

 3
4

)4 	 3
8

)3 	 - 3
8

)2 	 - 3
4

)1

sin2a را محاسبه می‌کنیم: دو طرف تساوی را به توان 2 می‌رسانیم و  گزینهء »1«	
 (sin cos ) sin cos sin cos sin sina a a a a a a a- = Þ + - = Þ - = Þ =2 2 21

4
2

1

4
1 2

1

4
2

33

4
�

cos( ) sin3

2
2 2

3

4

p a a- = - = - �

)سراسری 95( )tan کدام است؟� )pp aa
2 2++ sin باشد، مقدار

cos
aa

aa1

1

2++
==  اگر

2 )4 	 1
2

)3 	 - 1
2

)2 	 -2 )1

از اتحادهای زیر استفاده می‌کنیم:  گزینهء »1«	

 
sin sin cos

cos cos

sin cos

cos
tan

a a a

a a

a a

a
a

=

+ =
Þ = Þ

2
2 2

1 2
2

2
2 2

2
2

1

2 22 2

== Þ + = - = -

ì

í
ï

î
ï

1

2 2 2 2
2tan( ) cotp a a �

)سراسری 1400(  کدام است؟�
cos( ) cos( )

cot

2 2
2

aa pp aa pp

aa

-- ++ ++
tanaa باشد، مقدار == 3

4
aa در ناحیهء سوم دایرهء مثلثاتی و  اگر زاویهء

 -1056
175

)4 	 96
175

)3 	 1056
175

)2 	 - 96

175
)1

sina است. = - 3

5
cosa و = - 4

5
a ناحیهء سوم است پس ابتدا دقت کنید که چون  گزینهء »2«	

 sin sin cos ( )( )2 2 2
3

5

4

5

24

25
a a a= = - - = �cos cos sin2

16

25

9

25

7

25

2 2a a a= - = - = 	
 

 cot cos
sin

2
2

2

7

24
a a

a
= = �

حال، حاصل عبارت را پیدا می‌کنیم:
 P = - =

+
= ´

´
=sin cos

cot
2

2

24

25

4

5

7

24

24 44

7 25

1056

175

a a
a

�

)سراسری 96( 1 کدام است؟�

15

1

15sin cos 

--  حاصل

 2 3 )4 	 2 2 )3 	 6 )2 	2 )1
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 گزینهء »3«
 P = - = - =cos sin

sin cos
cos sin

sin
(cos15 15

15 15

15 15

1

2
30

4 15

 

 

 



 -- sin )15


�

P2 : به توان 2 2 2
16 15 15 2 15 15 16 1 30 16 1

1

2
= + - = - = -(cos sin sin cos ) ( sin ) ( )     == Þ = =8 8 2 2P �

 tan cot
sin

tan cot cota a
a

a a a+ = - = -2
2 2 2  به دو اتحاد فرعی مقابل توجه کنید: �

)سراسری 96( tan کدام است؟� cotx x
2 2-- tanx باشد، مقدار == 4

3
 اگر

 3
2

)4 	 4
3

)3 	 - 3
2

)2 	 - 3
4

)1

صرف نظر از نکتهء بالا، سعی می‌کنیم فرمول‌های داده‌شده را اثبات کنیم:  گزینهء »2«	

 tan cot
sin

cos

cos

sin

sin cos

sin cos

x x
x

x

x

x

x x

x x2 2

2

2

2

2

2 2

2 2

2 2

- = - =
-

=
-- ´

´
= - = - = - ´ = -

cos( )

sin( )

cos
sin

cot
2

2

1

2
2

2

2
2 2

3

4

3

2

x

x
x
x

x �

�

x داشته باشیم: DfÎ  تابع f را متناوب می‌نامیم هرگاه یک عدد حقیقی مثبت مانند T موجود باشد به طوری که برای هر
 x T D f x T f xf± Î + =, ( ) ( ) �

کوچک‌ترین عدد مثبت T با این خاصیت را، دورهء تناوب f می‌نامیم.
به نمودارهای زیر توجه کنید:	

 sin( ) sinx x± =2p

 cos( ) cosx x± =2p

f x f x( ) ( )± =2

 دورهء تناوب برخی توابع خاص به صورت زیر است:

تابعدورهء تناوب

 2p
| |a

 sin( ) , cos( )ax b ax b+ +

 p
| |a 

sin ( ) , cos ( )
| sin( ) | , | cos( ) |
tan( ) , cot(

2 2ax b ax b
ax b ax b
ax b

+ +
+ +
+ aax b+ )

)سراسری 98( f کدام است؟� x x x( ) tan( ) cot( )== --pp pp  دورهء تناوب تابع با ضابطهء

 p )4 	2 )3 	1 )2 	 1
2

)1

 f x x T( ) cot( )= - = =2 2
2

1

2
p p

p
tan حل می‌کنیم:� cot cotq q q- = -2 2 با توجه به فرمول  گزینهء »1«	
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T است.
a| |

y برابر c kf ax b= + +( ) y برابر T باشد، دورهء تناوب تابع f x= ( )  اگر دورهء تناوب تابع

y از دورهء تناوب تابع f ax== ++1 3

2
( ) y برابر 6 است. مقدار مثبت a را به گونه‌ای بیابید که دورهء تناوب تابع f x== ( )  دورهء تناوب تابع

، ده واحد کم‌تر باشد. y f xa== --1 ( )

6 است.

1
6

a

a= -1 برابر  f x
a
( ) 6 و دورهء تناوب

3

2

4

a a
= 1 برابر 3

2
+ f ax( )  دورهء تناوب

 4 6 10 3 5 2 0 2
2

a
a a a a= - Þ - - = Þ = �

 نمودار این تابع به صورت زیر است:

�
ویژگی‌های نمودار:

2p است.
| |b

c و دورهء تناوب تابع برابر a- | ، مینیمم تابع برابر| c a+ | |  ماکزیمم تابع برابر
( اگر نمودار تابع، اکیداً صعودی باشد، آن‌گاه x =0  در مجاورت محور yها )خط

ab است. <0 ab و اگر اکیداً نزولی باشد، >0

�
y نمودار تابع را در یک دورهء تناوب، به چهار قسمت مساوی تقسیم  c=  خط

T است.
4 می‌کند که طول هر قسمت

T T= = =2

1

2

4
4

p p p,

�
 فاصلهء بین دو نقطهء ماکزیمم متوالی یا مینیمم متوالی، یک دورهء تناوب است.

y را بیابید. x== --3 7 2sin( )pp  مقادیر ماکزیمم، مینیمم و دورهء تناوب تابع
 max | | | |= + = + - =c a 3 7 10 �min | | | |= - = - - = -c a 3 7 4 	

 T
b

= = =2 2

2
1

p p
p| |

�

4pp باشد. 1-- و y مثال بزنید که مقادیر ماکزیمم، مینیمم و دورهء تناوب آن به ترتیب 7، c a bx== ++ sin  تابع مثلثاتی به فرم

 max | |
min | | | |

= + =
= - = -

Þ
=

=
ì
í
î

ì
í
ï

îï

c a
c a

c
a

7

1

3

4
�

 T
b b

b= Þ = Þ =2 2
4

1

2

p p p
| | | |

| | Þ = ±y x3 4
1

2
sin( ) �

�

، مقدار ماکزیمم از سه برابر دورهء تناوب آن چهار واحد کم‌تر است. مقدار مینیمم این  y a a a x== -- ++( )sin( )2 2 pp  در تابع مثلثاتی
 ( )a >> 0 تابع چه‌قدر است؟

 -6 )4 	 -4 )3 	 -3 )2 	 -2 )1
 گزینهء »3«

 
max | |

| |
| | | | | |

= + +

= = Þ + + = - ¾ ®¾¾ + = - Þ>

a a

T

a

a a a a a aa

2 2

2
2 2 2 6 4 3 2 6 4

0p
p

aa =

ì

í
ïï

î
ï
ï

2 �

a است. a- + = - = -| |2 2 2 6 4 پس مینیمم برابر
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)سراسری 97( a کدام است؟ � b++ ) است. , )0
4

3
y در بازهء a b x== ++1 sin( )pp  شکل زیر، نمودار تابع

�3 )1
4 )2
5 )3
6 )4

ab است. حال هر دو را مثبت فرض کنید: x تابع صعودی است، پس0< =0 در اطراف  گزینهء »3«	
T است. = 2

3
نمودار تابع در دو دورهء تناوب رسم شده است پس

 T b
b= = Þ =2

3

2
3

p
p| | �

 min | |= - Þ - = - Þ - = - Þ = Þ + =1 1 1 1 1 2 5a a a a b �

)سراسری 98( a کدام است؟� b++ y است. a bx bx== ++1 sin cos  شکل زیر نمودار تابع
�1 )1
3

2
)2

2 )3
3 )4

 ab ، صعودی است، پس0< x =0 y می‌نویسیم. چون نمودار تابع در اطراف a bx= +1
2

2sin ضابطهء تابع را به صورت  گزینهء »3«	
است. با توجه به گزینه‌ها، هر دو را مثبت فرض می‌کنیم:

 T
b

b= - - = Þ = Þ =3

4 4

2

2
1

p p p p p( )
| |

�max | |= Þ + = Þ = Þ + =3

2
1

2

3

2
1 2

a a a b 	

 y c a bx= + sin f همانند همان ویژگی‌هایی است که در مورد x c a bx( ) sin( )= + + q | باشد، آن‌گاه ویژگی‌های تابع  |q p< 2  اگر
بیان کرده بودیم.

)سراسری 98( y است. b کدام است؟� a b x== ++ ++sin( )pp
3  شکل روبه‌رو قسمتی از نمودار تابع

�
 3
2

)2 		 3

2
)1

2 )4 		  3 )3
b است. >0 x تابع صعودی است پس =0 در اطراف  گزینهء »3«	

1( max | |= + = + =a b a b 3 �

2( f a b a b( ) sin( )p p p= - Þ + + = - Þ - = -3

2 3

3

2

3

2

3

2
�

پس به یک دستگاه می‌رسیم:
 Þ

+ =

- = -
Þ - - = - - Þ = +

+
=

ì
í
ï

îï

a b

a b
b b b

3

2 3 3

2 3 2 3 3
2 3 3

2 3

3 �

 نمودار این تابع به صورت مقابل است:

�
ویژگی‌های نمودار:

2p است.
| |b

c و a- | | ، c a+ | |  ماکزیمم، مینیمم و دورهء تناوب تابع به ترتیب برابر
 بر روی محور yها، اگر ماکزیمم داشته باشیم، علامت a مثبت و 
اگر مینیمم داشته باشیم، علامت a منفی است. )علامت b تأثیری در 

نمودار ندارد.(
�
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y نمودار تابع را در یک دورهء تناوب، به چهار قسمت  c=  خط
مساوی تقسیم می‌کند:

T = =2

1

2

4
p p

�
 فاصلهء بین دو نقطهء ماکزیمم متوالی یا مینیمم متوالی، یک دورهء تناوب است.

)سراسری 99( y است. مقدار b کدام است؟� a b x== ++ ++sin( )pp
2  شکل مقابل، قسمتی از نمودار تابع با ضابطهء

�2 )1
1 )2

 -1)3
 -2 )4

b است. <0 y می‌نویسیم. چون روی محور yها، مینیمم وجود دارد پس a b x= + cos ضابطهء تابع را به صورت  گزینهء »4«	
 max | |= + = - =a b a b 3 �

 0 7

3 2
= + = +a b a bcos p ) عبور کرده است، پس:� , )7

3
0

p از طرفی نمودار تابع از نقطهء

. a b و1= = -2  داریم
a b

a b
- =

+ =

ì
í
ï

îï

3

2
0

از حل دستگاه

طول به  نقطه‌ای  در  تابع  مقدار  است.   y mx== ++1
2

2cos تابع نمودار  از  قسمتی  روبه‌رو،  شکل   

)سراسری 96( x کدام است؟� == 16

3

pp

�1
2

)2 		  - 1
2

)1
4( صفر 		 1 )3

4p است. دورهء تناوب تابع برابر  گزینهء »1«	

 T
m

m= Þ = Þ =4
2

4
1

2
p p p

| |
| | �y x= +1

2
2

1

2
cos( ) 	

 
 y( ) cos ( )16

3

1

2
2

8

3

1

2
2

1

2

1

2

p p= + = + - = - �

y به یکی از صورت‌های زیر است: c a bx= + +cos( )q | باشد، در این صورت نمودار |q p< 2 b و  فرض کنید0<

 a < >0 0» q a > >0 0» q a < <0 0» q a > <0 0» q

انتقال به راستانتقال به چپ
 ( )b >0 aq است. <0 aq و اگر اول ماکزیمم داشته باشد، آن‌گاه >0 به بیان دیگر: اگر در سمت راست محور yها اول مینیمم داشته باشد، آن‌گاه

a کدام است؟� b-- y به صورت مقابل است. حاصل a bx== ++ --1
3

cos( )pp  قسمتی از نمودار تابع

4 )2 		  -1)1

4( صفر 		  -4 )3
نمودار تابع از مبدأ عبور کرده است.  گزینهء »3«	

 y a a a( ) cos( )0 0 1
3

0 1
2

0 2= Þ + - = Þ + = Þ = -p �
b است. >0 min داریم پس a و در سمت راست محور yها، ابتدا <0 چون

 T b
b a b= Þ = Þ = Þ - = -p p p2

2 4
| | �

� ������� �������� ������� �������
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�

) را محور تانژانت می‌نامیم. نقطهء A، مبدأ این محور و  )TAT¢  x در دایرهء مثلثاتی شکل مقابل، خط1=
جهت مثبت محور، از پایین به بالا است.

�
tana مثبت و اگر در ناحیهء دوم و  a، در ناحیهء اول و سوم باشد، در این صورت، اگر انتهای کمان روبه‌رو به

tana منفی است. چهارم باشد،
tana اکیداً صعودی است.  در هر یک از چهار ناحیهء دایرهء مثلثاتی مقدار

0
2

< < < Þ <a b p a btan tan

�

tanx باشد، حدود m کدام است؟ m==
--
3

2 3
pp و pp
4

3

4
<< <<x  اگر

 0 3

2
< <m )2 		  m > 3 )1

 0 3
3

2
< < ¹m m, )4 		  3

2
3< <m )3

 tan x < -1 tan و یا x با توجه به دایرهء مثلثاتی و محور تانژانت‌ها، معلوم می‌شود1<  گزینهء »4«	
| است. tan |x است، پس1<

�
 | | | | ,3

2 3
1 2 3 3 3 2 3 3 0 3

3

2m
m m m m

-
> Þ - < Þ - < - < Þ < < ¹ �

. D و برد x x k k= Î ¹ + Î{ , , }� �p p
2 ، تابعی است با دامنهء y x= tan  تابع

p است و نمودار آن به صورت مقابل است: این تابع متناوب و دورهء تناوب آن برابر
�

) غیریکنواست.( , )p p
2

3

2
) و , )- p p

2 2 ) اکیداً صعودی است )ولی در اجتماع دو بازهء , )- p p
2 2 این تابع در بازهء

p است.
| |b

y برابر a bx= +tan( )a  در حالت کلی دورهء تناوب تابع

y به صورت مقابل است. مقدار a کدام است؟� a b x== -- tan( )pp  قسمتی از نمودار تابع

 2
3

)2 		  4
3

)1

 3
4

)4 		 1 )3

b است. <0 - و در نتیجه >ab 0 a است و چون تابع در اطراف مبدأ صعودی است پس >0 با توجه به شکل،  گزینهء »2«	
 y a b x= -tan( )p �

x تابع تانژانت برای دومین بار در سمت راست، تعریف نشده است، پس: = 4 در

 - = ¾ ®¾¾ - = Þ = -=b x b bxp p p p3

2
4

3

2

3

8

4 �y a a a a a( ) tan( a) tan= Þ = - - Þ =3

8

3

8
1

p p

3 :اولین جواب
8 4

2

3

p pa a= Þ = �
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) اکیداً صعودی است. حداکثر a کدام است؟ , )--a a f در بازهء x x( ) tan( )== 2
3

2
pp  تابع

 3
2

)4 	 1
6

)3 	 2
3

)2 	 1
3

)1

) اکیداً یکنواست. پس a حداکثر برابر نصف دورهء تناوب است. , )- T T
2 2 تابع تانژانت در بازهء  گزینهء »1«	

 
a T= = =1

2

1

2 3

2

1

3

p

p| | �

�

x دارد. = 5

6

p x و = p
6 sin در این بازه دو جواب x = 1

2
1 است. پس معادلهء

2
]، دو زاویه یافت می‌شود که سینوس آن‌ها برابر , ]0 2p  در بازهء

5 نمایش دهیم.
6

2
p p+ k p و p

6
2+ k sin را به صورت x = 1

2
اما به دلیل متناوب‌بودن سینوس، می‌توانیم تمام جواب‌های معادلهء

sin به صورت رو‌به‌رو است: sinx = a  جواب‌های کلی معادلهء مثلثاتی
 

x
x

k
k

= +
= - +

ì
í
î

a
p a

p
p

2
2 �

x است. k= ± +p p
3

2 - و تمام جواب‌های این معادله به صورت p
3 p3 و ] عبارت‌اند از , ]-p p cosx در بازهء = 1

2
 جواب‌های معادلهء مثلثاتی

 x k= ± +a p2 cos به صورت مقابل است:� cosx = a  جواب‌های کلی معادلهء مثلثاتی

)سراسری 98( ] کدام است؟� , ]0 2pp 4 در بازهء 3

2
1sin sin( )x xpp -- ==  مجموع جواب‌های معادلهء مثلثاتی

 5p )4 	 4p )3 	 3p )2 	 5
2

p )1

 گزینهء »4«
 4 1 2 2 1 2

1

2
sin ( cos ) sin sinx x x x- = Þ - = Þ = - �

 Þ
= - + Þ = - + ¾ ®¾¾¾ =

= + + Þ =

=
2

6
2

12

11

12

23

12

2
6

2

1 2x k x k x

x k x

kp p p p p p

p p p

, ,

77

12

7

12

19

12

0 1p p p p+ ¾ ®¾¾ =

ì

í
ï

î
ï =k xk , ,

�

S : جمع جواب‌ها = + + + = =11

12

23

12

7

12

19

12

60

12
5

p p p p p p �

)سراسری 1400( ] کدام است؟� , ]0 2pp cos در فاصلهء sin cos2 2
3 1x x x-- ==  تعداد جواب‌های معادلهء مثلثاتی

6 )4 	5 )3 	3 )2 	1 )1
A را هم در نظر بگیرید. توجه کنید در حل معادلات، اگر خواستید دو طرف تساوی را به عبارتی مانند A ساده کنید باید0=  گزینهء »4«	

 - = - Þ - =sin cos cos sin cos sin2 2 2 2
3 1 3x x x x x x �

 
sin , ,

cos , , , ,

2
0 0 2

3 1 3 3 5
3

5

3

x x

x x x

= Þ =

- = Þ = Þ =

ì
í
ï

îï

p p

p p p p p p �
پس 6 جواب دارد.
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 در معادلات زیر کافی است نسبت مثلثاتی عوض شود یا این‌که زاویهء آن قرینه شود؛ مثلاً:

 sin sin sin sin( )a b a b
a p b
a p p b

= - Þ = - Þ
= -
= + +

ì
í
î

2
2
k
k

�

 cos cos cos cos( )a b a p b
a p p b
a p p b

= - Þ = - Þ
= + -
= - +

ì
í
î

2
2
k
k

�

 sin cos sin sin( )a b a p b
a p p b

a p p p b
= Þ = - Þ

= + -

= + - +

ì

í
ï

î
ï2

2 2

2 2

k

k
�

 sin cos sin sin( )a b a p b
a p p b

a p p p b
= - Þ = - Þ

= + -

= + - +

ì

í
ï

î
ï

3

2

2
3

2

2
3

2

k

k
�

)سراسری 99( x که در آن k عدد صحیح است، کدام است؟� k¹¹ pp )sin با شرط ) cos( )2
4 4

x x-- == ++pp pp  جواب‌های معادلهء مثلثاتی

 x k= +2

3 6

p p )4 	 x k= -2

3 6

p p )3 	 x k= 2

3

p )2 	 x k= p
3 )1

cos استفاده می‌کنیم. sin( )a p a= -2 از ویژگی‌های  گزینهء »4«	

 sin( ) sin( ) sin( )2
4 2 4 4

x x x- = - - = -p p p p Þ
- = - +

- = - - +
Þ

= +

= +

ì
í
ï

îï

ì

í
ï2 4 4

2

2
4 4

2

6

2

3

2

x x k

x x k

x k

x k

p p p

p p p p

p p

p p( )
îî
ï

�

x قابل قبول نیست. k= +p p2 طبق فرض، جواب

)سراسری 98( cosx کدام است؟� ¹¹ 0 cos باشد، cos3 0x x++ ==  جواب‌ کلی معادلهء مثلثاتی

 x k= +p p
4 )4 	 x k= -p p

4 )3 	 x k= +p p
2 4

)2 	 x k= -p p
2 3

)1

- استفاده می‌کنیم: = -cos cos( )x xp از ویژگی‌  گزینهء »2«	

 cos cos cos( )
( )

3

3 2

3 2

4 2

2

x x x
x x k

x x k

x k

x
= - = - Þ

= - +

= - - +

Þ
= +

= -
p

p p

p p

p p

p ++

ì

í
ï

î
ï

ì

í
ïï

î
ï
ï

kp
�

x است. k¹ - +p p2 cos است، پس x چون¹0

 تحلیل و حل برخی از سؤالات نمودارهای مثلثاتی، نیاز به حل معادلهء مثلثاتی دارد.

] به صورت مقابل است. مقدار b را بیابید.�    , ]0
5

4

pp f در بازهء x a bx( ) sin( )== -- --4
3

pp  نمودار تابع

 - <4 0b x تابع نزولی است پس =0 a است. چون در = 2 a است، پس + 4  ماکزیمم تابع برابر

x سومین نقطهء برخورد تابع با محور xها است. = 5

4

p b است.  >0 و

 y b b= Þ = - - Þ - =0 0 2 4
5

4 3

5

4 3

1

2
sin( ) sin( )p p p p �

2 : سومین جواب
6

5

4 3
2p p p p+ = - Þ =b b �
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cosaa کدام است؟�73473 در شکل مقابل، مقدار

 1
3

)2 		  5
13

)1

 12
13

)4 		  13
15

)3

1 برابر ارتفاع دیوار 73573 25/ نردبامی مطابق شکل در کنار یک دیوار قرار گرفته است. اگر طول نردبام
باشد، مقدار تانژانت زاویه‌ای که نردبام با زمین می‌سازد، چه‌قدر است؟

� 3
4

)2 		  2
3

)1

 3
2

)4 		  4
3

)3

CH چه‌قدر است؟�73673 AH باشد، طول پاره‌خط == 18 cos است. اگر /C == 0 8 در مثلثABC شکل مقابل
28 )2 		 24 )1
36 )4 		 32 )3

30 پرتاب می‌شود. پس از طی 800 متر در همین راستا در چه ارتفاعی از سطح زمین قرار می‌گیرد؟73773 یک موشک در ارتفاع ‌20متری از سطح زمین با زاویهء

 400 3 20+ )4 	420 )3 	 400 3 )2 	400 )1
sinaa کدام است؟�73873 اگر اندازهء هر ضلع مربع کوچک یک واحد باشد، مقدار

 2
3

)2 		  1
2

)1

 4
5

)4 		  3
4

)3

sinaa کدام است؟�73973 هر ضلع مربع کوچک 1 واحد است. مقدار

 2

3
)2 		  2

2 )1

 1
2

)4 		  3
3 )3

74074� ( ~ / )3 1 7 در روبات شکل مقابل فاصلهء نوک گیره از سطح زمین چند سانتی‌متر است؟
103 )1

 103 25/ )2
105 )3

 105 25/ )4

60 نگاه می‌کند. اگر ارتفاع برج میلاد را 435 متر فرض کنیم، طاها 74174 طاها به نوک برج میلاد با زاویهء
30 نگاه کند؟ چند متر از برج دور شود تا نوک برج را با زاویهء

� 290 3 )1
 270 3 )2

435 )3
360 )4

یک بالن مطابق شکل به وسیلهء دو طناب به زمین بسته شده است. اگر طول یکی از طناب‌ها 18 باشد، 74274
 (sin / )70 0 9

 == طول طناب دوم کدام است؟�
�10 )2 		 9 )1
12 )4 		 11 )3
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جسمی با دو طناب مطابق شکل آویزان است. a کدام است؟�74374

 1
2

)2 		  3

2
)1

 6

2
)4 		  3 )3

AB کدام است؟�74474 در شکل مقابل اندازهء

 3 1

2

+ )2 		  3

2
)1

 3
1

2
+ )4 		  3

2
1+ )3

sinsin کدام است؟�74574
aa
bb
BP است. حاصل PC== 2 در شکل مقابل

 2 2 )2 		  2 )1

 3 )4 		  2
2 )3

b و مساحت مثلث برابر 16 است. اندازهء ارتفاع وارد بر ضلع BC چه‌قدر است؟�74674 C c Bcos Æ cos Æ++ == 4 در شکل مقابل،
8 )2 		 4 )1

16 )4 		 12 )3
مساحت شکل مقابل کدام است؟�74774

 9 3 18

2

+ )2 		  9 3 27

2

+ )1

 18 3 27

2

+ )4 		 18 3 9

2

+ )3

74874� (sin / )70 0 9
 == مساحت مثلثABC در شکل مقابل برابر 36 است. x کدام است؟

6 )2 		 5 )1
8 )4 		 7 )3

sinaa کدام است؟�74974 اندازهء ضلع هر مربع برابر 1 واحد است.

 2
2 )2 		  1

2
)1

 5
5 )4 		  3

3 )3

150 است. مساحت متوازی‌الاضلاع کدام است؟75075 در متوازی‌الاضلاعی اندازهء دو قطر 10 و 18 و زاویهء بین دو قطر
 90 3 )4 	 45 3 )3 	90 )2 	45 )1

6 باشد، اندازهء قطر کوچک آن کدام است؟75175 3 اگر مساحت یک شش‌ضلعی منتظم برابر

4 )4 	2 )3 	 2 3 )2 	 3 )1
75275 (tan / )70 2 75

 == ناظری مطابق شکل به درختی که بر روی تپه‌ای قرار دارد نگاه می‌کند. ارتفاع درخت کدام است؟
�40 )1
60 )2
70 )3
80 )4

AB می‌باشد. طول AD کدام است؟�75375 == 6 CD و == 8 2 در شکل مقابل،
3 )1
4 )2

 3 2 )3
 4 2 )4
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در شکل مقابل، مساحت مثلثBDC چه‌قدر است؟�75475

 3 3 )2 		  6 3 )1
 2 3 )4 		  4 3 )3

qq چند درجه است؟�75575 1 شعاع دایره است. زاویهء
3
،AB در دایرهء شکل مقابل طول کمان

 30
p

)2 		  60
p

)1

60 )4 		 30 )3
AB کدام است؟�75675 شعاع دایرهء مقابل برابر 12 است. اندازهء کمان

 p3 )2 		  p6 )1

 2p )4 		  p )3
در شکل مقابل، مساحت قسمت رنگی کدام است؟�75775

 2
3

3
p - )2 		  4

3
2 3

p - )1

 p
3

3

2
- )4 		  2

3

3

2

p - )3

qq برحسب رادیان کدام است؟�75875 در شکل مقابل، محیط و مساحت قسمت رنگی از لحاظ عددی با هم برابر است.
4 )2 		 3 )1

 p4 )4 		  p3 )3

در شکل مقابل، دو دایره هم‌مرکز و شعاع آن‌ها 4 و 8 است. مساحت ناحیهء رنگی کدام است؟�75975
 2p )1
 3p )2
 4p )3
 6p )4

در شکل مقابل دو دایره هم‌مرکز و شعاع آن‌ها 3 و 8 است. محیط ناحیهء رنگی کدام است؟ �76076

 5 25
2

+ p )2 		  10 25
2

+ p )1

 10 55

6
+ p )4 		  5 55

6
+ p )3

215-- با انتهای کمان مربوط به کدام زاویهء زیر در یک ناحیهء دایرهء مثلثاتی قرار ندارد؟76176 انتهای کمان مربوط به زاویهء

 -11
7

p )4 	 13
5

p )3 	 - 7

6

p )2 	 2
3

p )1

qq کدام می‌تواند باشد؟76276 490-- در یک ناحیهء دایرهء مثلثاتی قرار دارند. qq و دو زاویهء

 8
5

p )4 	 17
8

p )3 	 4
3

p )2 	 5
6

p )1

aa کدام زاویه می‌تواند باشد؟76376 aa در دایرهء مثلثاتی دو سر قطر دایره قرار گرفته‌اند. 530-- و انتهای کمان مربوط به

 35
18

p )4 	 19
18

p )3 	 17
18

p )2 	 p
18

)1
اگر سینوس 1، 2 و 3 رادیان به ترتیب برابر b ،a و c باشد، کدام گزینه صحیح است؟76476

 c a b< < )4 	 a c b< < )3 	 c b a< < )2 	 a b c< < )1
کدام عدد مثبت است؟76576

 cos6 )4 	 sin5 )3 	 cos4 )2 	 tan 3 )1
76676 ( )kÎÎ kp رئوس کدام چندضلعی است؟ p

4 3
+ انتهای کمان زوایای

4( 12ضلعی منتظم 3( هشت‌ضلعی منتظم	 2( شش‌ضلعی منتظم	 1( مربع	
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76776 ( )kÎÎ qq چند نقطه را روی دایرهء مثلثاتی نشان می‌دهد؟ pp pp== ++k
6 8

انتهای کمان‌های زاویهء
24 )4 	12 )3 	8 )2 	6 )1

aa در 76876 tan باشد، cotaa aa<< sin و cosaa aa << 0 در دایرهء مثلثاتی نیمسازهای نواحی اول و سوم و هم‌چنین دوم و چهارم را رسم کرده‌ایم. اگر
کدام‌یک از نواحی هشت‌گانهء شکل زیر قرار می‌گیرد؟�

2( 2 یا 6 		 1( 3 یا 7
4( 4 یا 8 		 3( 1 یا 5

، زاویهء x برحسب رادیان کدام می‌تواند باشد؟76976 tan cotx x>> sin و cosx x<< اگر

 23
11

p )4 	 17
10

p )3 	 13
9

p )2 	 9
8

p )1

sincot کدام است؟77077
aa
aa
aa می‌باشد. مقدار )P روی دایرهء مثلثاتی انتهای کمان مربوط به زاویهء , )2

3

5

3
-- نقطهء

 - 6
5

)4 	 - 5
6

)3 	 6
5

)2 	 5
6

)1

tanaa کدام است؟�77177 P بر روی دایرهء مثلثاتی قرار دارد. مقدار y( , )-- 4
5

مطابق شکل نقطهء

 3
4

)2 		  4
3

)1

 - 3
4

)4 		  - 4
3

)3
sinaa کدام است؟�77277 P روی دایرهء مثلثاتی قرار دارد. a a( , )3 1-- مطابق شکل نقطهء

 4
5

)2 		  3
5

)1

- 4
5

)4 		  - 3
5

)3
cosaa کدام است؟�77377 در دایرهء مثلثاتی شکل مقابل مقدار

 10

5
)2 		  10

10
)1

 10

4
)4 		  3 10

10
)3

tanaa باشد، حاصل‌ضرب مختصات نقطهء P کدام است؟�77477 == 1

2
اگر P روی دایرهء مثلثاتی بوده و

 - 2
5

)2 		  - 1
5

)1

 - 4
5

)4 		  - 3
5

)3

در دایرهء مثلثاتی شکل مقابل، فاصلهء دو نقطهء A و B از یکدیگر چه‌قدر است؟�77577

 3 )2 		  2 )1

 2 3+ )4 		 3 2+ )3

77677 3

4
برابر  OABمثلث مساحت  و  کسینوس‌ها  محور  موازی   AB زیر، مثلثاتی شکل  دایرهء  در 

است. طول پاره‌خطAB کدام می‌تواند باشد؟

� 3

2
)2 		  3

3 )1

 3 )4 		  2 3

3
)3

aa کدام است؟�77777 BP باشد، AP== 3 پاره‌خطAB در نقطهء P بر دایرهء مثلثاتی مماس شده است. اگر

 60 )1
 65 )2
 70 )3
 75 )4
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OA چه‌قدر است؟�77877 در دایرهء مثلثاتی شکل مقابل، طول

 3
3 )2 		  3 )1

2 3

3
)4 		 1 )3

AM کدام است؟�77977 BN++ MN بر دایره مماس است. حاصل در دایرهء مثلثاتی شکل مقابل

 2 3

3
)2 		  3

2
)1

 2 3

3
1+ )4 		  3

2
1+ )3

در کدام ناحیهء دایرهء مثلثاتی با افزایش زاویه، مقدار سینوس و کسینوس آن کاهش می‌یابد؟78078
4( چهارم 3( سوم	 2( دوم	 1( اول	

sinaa باشد، حدود m کدام است؟78178 == --2
3

m 0 و 120<< <<aa  اگر

 - £ <1

2
2m )4 	 - £ <1 2m )3 	 1

2
2< <m )2 	2 3 3

2
2- < <m )1

cos2 باشد، حدود m کدام است؟78278 3 1

2
qq == ++m pp و qq pp

6

2

3
<< << اگر

 - £ < -1
1

3
m )4 	 - < < -2

3

3 1

3
m )3 	 - £ <1 0m )2 	 - < <2

3
0m )1

در دایرهء مثلثاتی شکل مقابل مساحت قسمت رنگی کدام است؟�78378

 1
2
tanq q- )2 		 1

2
(tan )q q- )1

 1
2
tan sinq q- )4 		  1

2
(tan sin )q q- )3

)cos کدام است؟78478 ) sin( )pp pp
2 2++ ++ ++x x حاصل

 - -sin cosx x )4 	 cos sinx x- )3 	 sin cosx x- )2 	 sin cosx x+ )1

cot کدام است؟78578 x 3 باشد، 3

2
4

2
cos( ) sin( )pp pp++ == --x x اگر

 - 3
4

)4 	 - 4
3

)3 	4
3

)2 	 3
4

)1

qq کدام می‌تواند باشد؟78678 )cot باشد، )tan( )qq pp++ -- ==x x
2

1 اگر

 2p )4 	 p4 )3 	 p )2 	 p2 )1

)cos کدام است؟78778 )aa pp-- 3

2
bb مکمل یکدیگر باشند، حاصل aa و اگر

 -cosb )4 	 cosb )3 	 -sinb )2 	 sinb )1

cot کدام است؟�78878 cot
tan tan
A B
A B
--
--

در شکل مقابل حاصل
1 )1

 -1)2
 tan2 A )3
 tan2 B )4

aa کدام زاویه می‌تواند باشد؟78978 )cos برقرار باشد، ) sinaa ++ ==x x )sin و ) cosaa -- == --x x اگر برای هر x روابط

 - 3

2

p )4 	 3
2

p )3 	 p )2 	 p2 )1
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sin کدام است؟79079 cos
sin
B C
C2 مثلثABC در رأس A قائمه است. حاصل

 tan cotC B )4 	 cot2 B )3 	 tan2 C )2 	 tan2 B )1

)tan کدام است؟79179 )x -- pp
4  باشد، حاصل

cos( )

cos( )

x

x

--

++
==

pp

pp
4

4

4 اگر

 - 1
4

)4 	 -4 )3 	 1
4

)2 	4 )1

)cos کدام است؟79279 )x ++ 11

12

pp ، حاصل sin( ) cos( )x x++ ++ -- ==5

12 12

1

3

pp pp با فرض

 - 1
6

)4 	 - 1
3

)3 	 1
6

)2 	 1
3

)1

)sin کدام است؟79379 )
cos( )

2
2

aa bb
aa bb

++
++

aa باشد، حاصل bb pp++ == 6 اگر

 3
3 )4 	 3 )3 	 -1)2 	1 )1

sin کدام است؟79479 cot
tan cos

3 6

2 5

aa aa
aa aa

aa باشد، حاصل pp==
16

اگر

1

3
)4 	 3

3 )3 	 -1)2 	1 )1

tanqq کدام است؟�79579 qq در دایرهء مثلثاتی شکل مقابل باشد، 240 و B انتهای کمان زاویهء  اگر A انتهای کمان مربوط به زاویهء

 - 1
2

)2 		  -1)1

 - 3
3 )4 		  - 3 )3

cos570 با کدام عدد برابر است؟79679  مقدار

 - 3

2
)4 	 - 1

2
)3 	 3

2
)2 	 1

2
)1

cos کدام است؟79779 sin( ) tan sin16

3

19

6

17

4

11

6

pp pp pp pp-- ++ حاصل عبارت

 - 3
4

)4 	 3
4

)3 	 - 1
4

)2 	 1
4

)1

)cos با فرضkÎÎ کدام است؟79879 )kpp aa-- حاصل

( ) sin- +1 1k a )4 	( ) sin-1 k a )3 	 ( ) cos- +1 1k a )2 	 ( ) cos-1 k a )1

cos کدام است؟79979 cos cospp pp pp
7

2

7

6

7
++ ++ ++ حاصل

 - 1
2

)4 	 -1)3 	1 )2 1( صفر	

A کدام است؟80080 == ++sin cos tan10

3

11

6

7

4

pp pp pp مقدار عددی عبارت

 - 7
4

)4 	 7
4

)3 	 - 1
4

)2 	 1
4

)1

cos کدام است؟80180
sin cos

20

70 70



 ++
tan حاصل /20 0 36

== با فرض

 34
25

)4 	 25
16

)3 	 25
34

)2 	 16
25

)1

2 کدام است؟80280 205 155

295 115

sin cos
cos sin

 

 

--
++

tan باشد، حاصل /25 0 46
== اگر

 - 4

73
)4 	 - 4

27
)3 	 4

73
)2 	 4

27
)1

)sin مقدار k کدام است؟80380 ) cos( )
cos( ) cos( )
270 180

2 90 180
3

 

 

-- ++ ++
++ -- --

==aa aa
aa aa

k tanaa و == 2 هرگاه

14 )4 	10 )3 	8 )2 	5 )1
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ف cot کدام است؟80480 tanqq qq-- qq در ناحیهء چهارم باشد، حاصل cosqq و انتهای کمان == 1

10
اگر

 -10
3

)4 	 - 8
3

)3 	 10
3

)2 	 8
3

)1

6 کدام است؟80580 12tan cotaa aa-- 3 حاصل 2
0sin cosaa aa

++ == با فرض
 - 3

2
)4 	 -1)3 	1 )2 1( صفر	

)cot کدام است؟80680 )qq pp++ 2 1 باشد، حاصل
1

2
++
--

==sin
sin

qq
qq

qq منفرجه و اگر

 -2 2 )4 	 2 2 )3 	 - 2

4
)2 	 2

4
)1

cosx کدام است؟80780 3 و انتهای کمان x در ناحیهء دوم باشد، مقدار
2

1

2
sin cos( )x x++ ++ ==pp اگر

 - 63

8
)4 	 - 15

4
)3 	 63

8
)2 	 15

4
)1

)cos کدام است؟80880 )x -- pp
2 )cot و انتهای کمان x در ناحیهء دوم مثلثاتی باشد، مقدار )pp

2
3-- ==x اگر

 - 3 10

10
)4 	 - 10

10
)3 	 3 10

10
)2 	 10

10
)1

2 کدام می‌تواند باشد؟80980 2sin( ) cos( )pp pp++ ++ --x x 3 باشد، مقدار 2
2

1cos( ) sin( )pp pp-- -- ++ ==x x اگر

 3 5

7
)4 	 2 6

5
)3 	 2

5
)2 1( صفر	

)sin کدام است؟�81081 )cos( )7

2

11

2

pp aa pp aa-- ++ aa در ربع سوم باشد، حاصل عبارت tanaa و انتهای کمان == 5

12
اگر

 - 60

169
)4 	 - 65

144
)3 	 60

169
)2 	 65

144
)1

sinaa کدام می‌تواند باشد؟81181  مقدار
2

3

2

2
2

3

2

tan tan( )

cot( ) cot( )

aa pp aa

pp aa pp aa

++ --

-- -- --
== با فرض

 - 2 3

3
)4 	 - 3

3 )3 	2 5

5
)2 	 5

5 )1

1 کدام است؟81281

1 60

1

1 60++
++

++tan cot 

حاصل عبارت

2 )4 	 3
3 )3 	 3 )2 	1 )1

cotaa باشد، مقدار k کدام است؟81381 == ++4 2k tanaa و ==
--
1

3 1k اگر

 - 2
3

)4 	 -3 )3 	3 )2 	 2
3

)1

cot کدام است؟81481 (cos cos ) tan2 21
1x x x x-- ++ pp باشد، حاصل عبارت qq pp<< << 3

2
اگر

 - 1
2

)4 	1
2

)3 	 -1)2 	1 )1

 کدام است؟81581
2

4

1

2 2

2

sin x

x

pp --

++

cos

cot
، حاصل 3

2
2

pp aa pp<< << با فرض

 -sin3 x )4 	 sin3 x )3 	 -sin x )2 	 sin x )1

)cot کدام است؟81681 )3

2

pp qq++ sin باشد، حاصل cos
sin cos

qq qq
qq qq
++
--

==2 2 اگر

 - 1
4

)4 	 -4 )3 	 1
4

)2 	4 )1

tan2 کدام است؟81781 x 7 باشد، حاصل 3 5
2 2sin cosx x++ == اگر

1 )4 	 1
3

)3 	2 )2 	1
2

)1
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aa کدام می‌تواند باشد؟81881 bb++ sin باشد، حاصل ( ) sin ( )2 2

3 4
1aa pp bb pp-- ++ ++ == اگر

 2
3

p )4 	3
4

p )3 	 7
12

p )2 	 5
12

p )1

sin کدام است؟81981 cos
cos
aa aa

aa
++

3 ، حاصل tanaa == 3 با فرض

40 )4 	20 )3 	 0 2/ )2 	 0 4/ )1
tanx کدام است؟82082 ، مقدار 1 2

1cos sinx x==
--

با فرض

 - 4
3

)4 	 - 3
4

)3 	 4
3

)2 	 3
4

)1

sin کدام است؟82182 cos4 4x x++ tanx باشد، حاصل == 2 اگر

 19
25

)4 	18
25

)3 	 17
25

)2 	 16
25

)1

sin کدام است؟82282 cos4 4aa aa-- sin حاصل cos
cos
aa aa

aa
-- == با فرض2

 4
5

)4 	 3
5

)3 	 2
5

)2 	 1
5

)1

sin کدام است؟82382 cos6 6x x++ 2 حاصل 1sin cosx x== با فرض

 1
8

)4 	1
6

)3 	 1
4

)2 	 1
2

)1

sin کدام است؟82482 cos4 4qq qq++ sin باشد، مقدار cosqq qq-- == 1

3
اگر

 8
9

)4 	 97

9
)3 	 7

9
)2 	 17

9
)1

sin کدام است؟82582 cos3 3qq qq++ sin حاصل cosqq qq++ == 1

4
با فرض

 - 45

128
)4 	 - 43

128
)3 	 49

128
)2 	 47

128
)1

tan کدام است؟82682 cot2 2x x++ sin حاصل cosx x == 1

4
با فرض

16 )4 	14 )3 	4 )2 	2 )1
| کدام است؟82782 sin cos |aa aa-- tan حاصل cotaa aa++ == 25

8
با فرض

 4
5

)4 	 3
5

)3 	2
5

)2 	 1
5

)1

a کدام است؟82882 b++ x برقرار است. حاصل k¹¹ ++pp pp
2 a برای x b x

x x
tan tan

cos cos
2 4

2 4

1 1++ == -- تساوی
 -2 )4 	 -1)3 	1 )2 1( صفر	

sin2qq کدام است؟82982 )cos باشد، حاصل ) cos( )pp qq pp qq++ ++ ++ ==
2

1

3
اگر

 - 8
9

)4 	 - 4
9

)3 	 8
9

)2 	 4
9

)1

cos2aa کدام است؟83083 aa در ناحیهء چهارم باشد، مقدار sinaa و انتهای کمان == -- 7

3
اگر

 - 4
9

)4 	 - 5
9

)3 	 5
9

)2 	 4
9

)1

sin2aa کدام است؟83183 aa در ناحیهء سوم باشد، حاصل cosaa و انتهای کمان == -- 2 2

3
اگر

 - 4 2

9
)4 	 4 2

9
)3 	 - 2 2

9
)2 	 2 2

9
)1

cos2aa کدام است؟83283 aa در ناحیهء سوم باشد، tanaa و انتهای کمان == 1

2
اگر

 - 4
5

)4 	 - 3
5

)3 	 4
5

)2 	 3
5

)1

sin2qq کدام است؟83383 ، مقدار sin cosqq qq++ == 3

10
با فرض

 - 1

10
)4 	 - 9

10
)3 	 9

10
)2 	 1

10
)1
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sin چه‌قدر است؟83483 cosqq qq++ sin باشد، مقدار /2 0 69qq == qq حاده و اگر
 1 4/ )4 	 1 3/ )3 	 1 2/ )2 	 1 1/ )1

P2 کدام است؟83583
1-- ، حاصل P ==

++
--

--
cos
sin

sin
cos

2 2

1 1

aa
aa

aa
aa
با فرض

 -sin2a )4 	 sin2a )3 	 -cos2a )2 	 cos2a )1
sin کدام است؟83683 cos2 2aa aa-- 3 مقدار

4 2

1

3

--
++

==tan
tan

aa
aa

با فرض

 2
3

)4 	 3
2

)3 	 1
3

)2 	 1
2

)1
cos4qq چه عددی است؟83783 sinqq مقدار == 7

4
با فرض

 - 63
64

)4 	 63
64

)3 	 - 31

32
)2 	 31

32
)1

qq در کدام ناحیهء مثلثاتی است؟83883 sin2 باشد، انتهای کمان 0qq << sin و sin2 qq qq<< اگر
4( چهارم 3( سوم	 2( دوم	 1( اول	

sin2qq کدام است؟�83983 P مطابق شکل زیر روی دایرهء مثلثاتی قرار دارد. حاصل x x( , )++ 1

5
نقطهء

 24
25

)2 		  12
25

)1

 - 24
25

)4 		  - 12
25

)3

1 کدام است؟84084 2

1
2

2

-- ++

++ --

cos( )

cos( )

pp aa
pp aa

، حاصل sin /aa == 0 8 aa در ناحیهء دوم مثلثاتی واقع باشد به طوری که اگر

 18
13

)4 	 9
13

)3 	18 )2 	9 )1
)sin کدام است؟84184 )2

6
aa pp++ )sin حاصل )aa pp-- ==

6

1

5
با فرض

 - 3
5

)4 	 - 4
5

)3 	 4
5

)2 	 3
5

)1

cos2x چه عددی است؟84284 4 باشد، مقدار 1

4

2 2cos sinx x-- == اگر

 - 3
4

)4 	 - 1
2

)3 	 1
2

)2 	 1
4

)1

)cos کدام است؟84384 )2

5
2

pp -- x 2 حاصل
5

3

10
1cos( ) sin( )x x-- ++ ++ ==pp pp با فرض

 2
9

)4 	 - 3
9

)3 	 7
9

)2 	 - 7
9

)1

2 باشد، حاصلtan2x کدام است؟84484 2 3sin cosx x-- == اگر

 2

4
)4 	 2 2 )3 	 2

2 )2 	 2 )1

a کدام است؟84584 b-- a باشد، b, ÎÎ cos75 و
4

== --a b اگر
8 )4 	6 )3 	4 )2 	2 )1

sin3 کدام است؟84684
8

pp مقدار عددی

 3 1

2

+ )4 	 3 1- )3 	 2 3

2

+ )2 	 2 2
2
+ )1

A کدام است؟84784 == --sin cos cos sin3 3qq qq qq qqباشد، حاصل qq == 11 25/  اگر

 - 2

8
)4 	 - 2

4
)3 	 2

8
)2 	 2

4
)1

)tan کدام است؟84884 )qq pp
2 2-- 1 حاصل 3

++ ==cos
sin

qq
qq

با فرض

 - 1
3

)4 	 1
3

)3 	 -3 )2 	3 )1
tan2qq کدام است؟84984 1 باشد، مقدار

2
++ ==cos cosqq qq qq منفرجه و اگر زاویهء

 - 3 )4 	 3 )3 	 - 3
3 )2 	 3

3 )1

tan کدام است؟85085 cotx x-- ، حاصل tan2 1

3
x == با فرض

 - 2
3

)4 	 2
3

)3 	 -6 )2 	6 )1
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sin کدام است؟85185 sin4 4

12

5

12

pp pp++ حاصل عبارت

 7
8

)4 	 3
4

)3 	 1
8

)2 	 1
4

)1

f کدام است؟85285 ( )pp8 ، حاصل f x x x( ) sin cos== ++6 6 در تابع

 13
16

)4 	 3
16

)3 	 5
8

)2 	 3
8

)1

sin2aa کدام است؟�85385 در شکل مقابل M و N وسط اضلاع مربع هستند. مقدار

 2 6

25
)2 		  21

25
)1

 4 21

25
)4 		  24

25
)3
AD کدام است؟�85485 در شکل مقابل طول

4 )1
 2 3 )2

8 )3
 4 3 )4

ab کدام است؟�85585 در شکل مقابل حاصل
 2 2 )1
 4 2 )2
 3 )3

 2 3 )4

y است؟85685 x== --2 3
3

sin pp y چند برابر دورهء تناوب تابع x== ++1 2 2cos( )pp دورهء تناوب تابع

 1
6

)4 	6 )3 	 3
2

)2 	 2
3

)1

y کدام است؟85785 a x== ++1 tan( )pp y برابر 4 باشد، دورهء تناوب تابع a x== 3sin pp اگر دورهء تناوب تابع

 1
4

)4 	4 )3 	2 )2 	 1
2

)1
f کدام است؟85885 x x x( ) sin sin( )== ++ pp

2 دورهء تناوب تابع

 2p )4 	 p )3 	 p2 )2 	 p4 )1

y کدام است؟85985 x x== --tan cot3 3 دورهء تناوب تابع

 p )4 	 2
3

p )3 	 p3 )2 	 p6 )1

y کدام است؟86086 f x f x== ++ --( ) ( )pp pp
2 4

f باشد، دورهء تناوب تابع x x( ) cos== 2 اگر

 2p )4 	 p )3 	p2 )2 	 p4 )1

g است. مقدار مثبت a کدام است؟86186 x x( ) tan== 3

4
f نصف دورهء تناوب تابع x ax( ) sin== 4 2 دورهء تناوب

2 )4 	 3
2

)3 	 2
3

)2 	1 )1

g است. مقدار مثبت a کدام است؟86286 x a x( ) tan== 2

3

pp f برابر دورهء تناوب x x( ) sin== 5
6

2 pp دورهء تناوب تابع
12 )4 	8 )3 	4 )2 	2 )1

y کدام است؟86386 f a x== 6
3
( ) y باشد، دورهء تناوب تابع f ax== ( )6 T دورهء تناوب تابع == 3 اگر

54 )4 	18 )3 	 1
6

)2 	6 )1

f مجموع ماکزیمم و مینیمم تابع چند برابر دورهء تناوب است؟86486 x x( ) sin== --5 3 pp در تابع

20 )4 	10 )3 	5 )2 	5
2

)1
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2-- است. ضابطهء f کدام می‌تواند باشد؟86586 ، 4 و pp6 دورهء تناوب، ماکزیمم و مینیمم تابع مثلثاتی f، به ترتیب

 f x x( ) sin= -1 3 6 )4 	 f x x( ) cos= -1 3 12 )3 	 f x x( ) cos= -3 12 1 )2 	 f x x( ) sin= +3 6 1 )1

y برابر 4 است. اختلاف مقادیر ماکزیمم و مینیمم این تابع چه‌قدر است؟86686 a a x== ++1
3

sin( )pp دورهء تناوب تابع

2 )4 	4 )3 	 3
2

)2 	3 )1
، حاصل‌ضرب دورهء تناوب در اختلاف مقادیر ماکزیمم و مینیمم آن چه‌قدر است؟86786 y a ax==

2
3cos( در تابع(

 8
3

p )4 	 4
3

p )3 	 2
3

p )2 	 p3 )1

قسمتی از نمودار تابع f به صورت مقابل است. ضابطهء f کدام می‌تواند باشد؟�86886
 y x= 3 3sin )1

 y x= - +3 5 6sin )2
 y x= 3 5sin )3

 y x= -3 3sin )4
نمودار کدام تابع به صورت مقابل است؟�86986

 y x= - +2
2

1cos p )2 		  y x= -2
2

1cos p )1

 y x= - -2
2

1cos p )4 		  y x= +2
2

1cos p )3

y شکل روبه‌رو است. مساحت مثلث با رئوس A ،M و B کدام است؟�87087 x== --3 3
4

sin pp قسمتی از نمودار تابع
21 )1
18 )2
24 )3
15 )4

] به صورت مقابل است. ضابطهء f کدام می‌تواند باشد؟�87187 , ]0 4 نمودار تابع مثلثاتی f در بازهء

 2 2+ cospx )2 		  2 2 2+ cos p x )1

 2 2- cospx )4 		  2 2 2- cos p x )3

y به صورت مقابل است. اختلاف طول نقاط A و B چه‌قدر است؟�87287 x== --3 2
4

cos( )pp قسمتی از نمودار تابع

 p2 )2 		  p4 )1

 4
3

p )4 		  3
4

p )3

f خطی که یکی از نقاط ماکزیمم را به یکی از نقاط مینیمم وصل می‌کند، دارای بیشترین شیب است. شیب این 87387 x x( ) sin== 3
4

pp در نمودار تابع
خط کدام است؟

2 )4 	 3
2

)3 	1 )2 	 1
2

)1

) صعودی است. حداکثر k کدام است؟87487 , )0 k f در بازهء x x( ) cos( )== -- ++3 4
6

pp تابع

 7
24

p )4 	5
24

p )3 	 p
12

)2 	 p
24

)1

y رسم شده است. اگر مثلثABC در رأس C قائمه باشد، a کدام است؟87587 a x== cos pp
2 قسمتی از نمودار

�2 )2 		 1 )1

 1
3

)4 		  1
2

)3

f واقع شده‌اند. حداقل مساحت مثلثABC چه‌قدر است؟87687 x a ax( ) cos== نقاط A و B بر نقاط ماکزیمم و نقطهء C بر نقطهء مینیمم تابع

 2p )4 	 4p )3 	 3
2

p )2 	 4
3

p )1
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y است. اگر مثلثABC متساوی‌الاضلاع باشد، a کدام است؟�87787 a a x== cos pp شکل مقابل نمودار تابع

 3

4

4 )2 		  3

2

4 )1

 - 3

4

4 )4 		  - 3

2

4 )3

ab کدام است؟�87887 y به صورت مقابل است. a bx== --sin نمودار تابع1

 -1)2 		 1 )1

 - 1
2

)4 		  1
2

)3

ab کدام است؟87987 f به صورت مقابل است. x a b x( ) sin( )== ++pp 1 قسمتی از نمودار تابع
� -1)2 		 1 )1

 - 1
3

)4 		  1
3

)3

x کدام است؟�88088 == 8 5/ y است. مقدار y در نقطهء a b x== -- cos pp شکل روبه‌رو قسمتی از نمودار تابع

 3
2

)2 		  2 3

2
+ )1

 5
2

)4 		  2 3

2
- )3

y به صورت زیر است. مقدار ماکزیمم چند برابر دورهء تناوب تابع است؟88188 a b x== ++2 cos pp قسمتی از نمودار تابع
 0 8/ )1

�1 )2
 1 25/ )3
 2 5/ )4

a کدام است؟�88288 b++ ) است. بیشترین مقدار , )0
4

5
y در بازهء a b x== ++1 sin( )pp شکل مقابل نمودار تابع

 1
2

)1

2 )2

 11
2

)3

8 )4
f کدام است؟�88388 ( )9

2
f به صورت مقابل است. مقدار x a b x( ) sin== ++ pp

3 قسمتی از نمودار تابع
1( صفر
 -2 )2
 -3 )3
 -4 )4

a کدام می‌تواند باشد؟�88488 b++ f به صورت مقابل است. x a b x( ) cos== --pp 2 بخشی از نمودار تابع
 3 4/ )1
 3 5/ )2
 4 5/ )3
 4 4/ )4

2ab کدام است؟�88588 y به صورت مقابل است. حاصل a bx== -- 3sin قسمتی از نمودار تابع
9 )1

18 )2
 -9 )3

 -18 )4
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ab کدام است؟�88688 c-- y به صورت مقابل است. حاصل a bx c== ++sin نمودار تابع
5 )1

 -5 )2
 -7 )3

7 )4
abc کدام است؟�88788 f در یک دورهء تناوب آن به صورت مقابل است. حاصل x a bx c( ) cos ( )== ++ ++pp 3

2
نمودار تابع

 8
3

)2 		  4
3

)1

 - 8
3

)4 		  - 4
3

)3

f کدام است؟�88888 a( f به شکل روبه‌رو است. حاصل( x a b a x( ) cos== ++ 2

9

pp قسمتی از نمودار 
6 )2 		 4 )1

12 )4 		 9 )3

y رسم شده است. به ازای کدام مقدار a، مثلث 88988 a x== sin( )2pp در شکل زیر، قسمتی از نمودار تابع
رنگی، قائم‌الزاویه است؟

� - 3

2
)2 		  3

2
)1

 - 3

4
)4 		  3

4
)3
ABCD کدام است؟�89089 f به صورت مقابل است. مساحت چهارضلعی x x( ) cos( )== ++1 2 pp قسمتی از نمودار تابع

2 )1

 8
3

)2

8 )3

4 )4
ab کدام است؟�89189 f به صورت مقابل است. حاصل x a bx bx( ) sin cos== قسمتی از نمودار تابع

2 )1
4 )2

 -4 )3
 -2 )4

y به صورت مقابل است. مساحت مثلثOAB کدام است؟�89289 x== 2 2sin نمودار تابع

 p2 )2 		  p )1

 2p )4 		 2

3

p )3

a کدام است؟�89389 b-- y به صورت مقابل است. حاصل a b x== ++ sin2 قسمتی از نمودار تابع
 -4 )2 		 1( صفر

1 )4 		 5 )3

] بر نمودار کدام تابع زیر منطبق است؟89489 , ]pp pp2 y در بازهء x== | sin | نمودار تابع

 y x= +cos( )3

2

p )4 	 y x= +sin( )3

2

p )3 	 y x= -sin( )p )2 	 y x= +cos( )p
2 )1

qq کدام می‌تواند باشد؟89589 g منطبق است. x x( ) sin( )== ++ qq f بر نمودار تابع x x( ) cos( )== ++ pp
6 نمودار تابع

 4
3

p )4 	 2
3

p )3 	 p2 )2 	 p3 )1
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) کدام می‌تواند باشد؟89689 , )a b g منطبق است. زوج‌ مرتب x ax b( ) cos( )== ++ f بر نمودار x x( ) sin( )== --3 pp نمودار تابع

 ( , )3
3

2
- p )4 	 ( , )1

3

2
- p )3 	 ( , )1

2

p )2 	 ( , )3
3

2

p )1

a کدام است؟�89789 b-- y به صورت مقابل است. مقدار a bx== ++ --2
3

sin( )pp قسمتی از نمودار تابع
 -1)2 		 1 )1
 -3 )4 		 3 )3

] به صورت زیر است. شیب پاره‌خطAB کدام است؟�89889 , ]--pp pp f در بازهء x a b x( ) sin( )== -- ++ pp
6 نمودار تابع

� 1
p

)2 		  3
p

)1

 8

3p
)4 		  2

3p
)3

] به صورت مقابل است. مقدار b کدام است؟�89989 , ]0
5

3

pp f در بازهء x a bx( ) cos( )== ++ --1
3

pp نمودار تابع

 8
5

)2 		  12
5

)1

 -2 )4 		  - 7
5

)3

y به صورت مقابل است. شیب پاره‌خطAB کدام است؟�90090 x x== ++sin cos6 6 قسمتی از نمودار تابع

 - 2
p

)2 		  - 1
p

)1

 - 4
p

)4 		  - 3
p

)3

| کاهش ‌یابد؟90190 tan |aa ، افزایش ‌یابد، ولی مقدار tanaa cosaa و aa در کدام ناحیه از دایرهء مثلثاتی قرار داشته باشد تا با افزایشaa مقدار انتهای کمان
4( چهارم 3( سوم	 2( دوم	 1( اول	

tan2 باشد، حدود m کدام است؟90290 1

3 1
qq ==

--m qq و pp¹¹ 4 pp و qq pp
8

3

8
<< << اگر

  - -[ , ]1

3

2

3
)4 	  -[ , ]0

2

3
)3 	 ( , ) { }- -1

3

2

3

1

3
)2 	 ( , ) { }0

2

3

1

3
- )1

f تعریف نشده است؟90390 x x( ) tan== 3

4
) تابع , )0 2pp به ازای چند عدد حقیقی در بازهء

3 )4 	2 )3 	1 )2 1( صفر	
) اکیداً یکنوا است. کم‌ترین مقدار k کدام است؟90490 , )k 0 f در بازهء x x( ) tan( )== -- --2

2

3
pp تابع

 - 3

4

p )4 	 - 3

2

p )3 	 - p
3 )2 	 - p

2 )1

f به صورت مقابل است. a کدام است؟�90590 x ax( ) cot ( )== ++pp 3

2
بخشی از نمودار تابع

 - 1
3

)2 		  1
3

)1

 - 1
6

)4 		  1
6

)3

a کدام است؟�90690 b-- f به شکل روبه‌رو است. مقدار x a bx( ) tan( )== ++ ++pp
4 قسمتی از نمودار تابع

 -11
4

)2 		  -11
6

)1

 - 5
6

)4 		  - 7
4

)3

) اکیداً نزولی است. حداکثر a کدام است؟90790 , )--a a y در بازهء x== --3
3

2tan( )pp تابع

 p )4 	 p2 )3 	p3 )2 	 p4 )1

) چه‌قدر است؟90890 , )0 2pp 2 در بازهء 2 1sin x == -- اختلاف بزرگ‌ترین و کوچک‌ترین جواب معادلهء 

 p2 )4 	 4
3

p )3 	 2
3

p )2 	 p )1
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) کدام است؟90990 , )0 2pp 4 در بازهء 1
2cos x == مجموع جواب‌های معادلهء مثلثاتی

 5p )4 	 4p )3 	 3p )2 	 2p )1
) کدام است؟91091 , )0 2pp 5 است.بزرگ‌ترین جواب این معادله در بازهء

12

pp k برابر xcos2 3 0++ == یکی از جواب‌های معادلهء

 19
12

p )4 	17
12

p )3 	 13
12

p )2 	 7
12

p )1

)sin کدام است؟91191 )cos( )x x++ ++ ==pp pp
3 3

1

2
جواب کلی معادلهء مثلثاتی

 kp p±
12

)4 	 2
6

kp p- )3 	 kp p+
12

)2 	 kp p-
12

)1

] کدام است؟91291 , ]0 2pp )sin در بازهء ) cos( )x x++ ++ -- ==pp pp
6 3

مجموع جواب‌های معادلهء مثلثاتی1

 3
2

p )4 	 2p )3 	 8
3

p )2 	 2
3

p )1

)cos کدام است؟91391 )cos( )x x-- ++ == --pp pp
4 4

1

4
جواب کلی معادلهء

 kp p+ 5

12
)4 	 kp p±

12
)3 	 kp p+ 2

3
)2 	 kp p± 3 )1

sin کدام است؟91491 sin3 0x x++ == جواب کلی معادلهء مثلثاتی

 2 2kp p- )4 	 2 2kp p+ )3 	 kp p+ 2 )2 	 kp
2 )1

) چند جواب دارد؟91591 , )0 2pp cos در بازهء cos2 0x x++ == معادلهء 
5 )4 	4 )3 	3 )2 	2 )1

] کدام است؟91691 , ]0 pp sin در بازهء cos3 0x x++ == مجموع جواب‌های معادلهء
 5
2

p )4 	 3
2

p )3 	 2p )2 	 p )1
] کدام است؟91791 , ]0 2pp cos در بازهء ( ) sin( )2

4
0x x-- ++ ++ ==pp pp مجموع جواب‌های معادلهء مثلثاتی

 5p )4 	 4p )3 	 3p )2 	 2p )1
2 به کدام صورت است؟91891 2 1 0

2sin sin cosx x x-- -- == جواب کلی معادلهء مثلثاتی

 kp p
2 8

+ )4 	 kp p+ 4 )3 	 kp p- 4 )2 	 kp p
2 8

- )1

sin کدام است؟91991 sin
cos

4 3

1
0

x x
x

++
++

== جواب کلی معادلهء مثلثاتی

 k kp p- 2

7
)4 	 5

7

kp )3 	 k kp p+ 2

7
)2 	 2

7

kp )1

) کدام است؟92092 , )0 2pp sin در بازهء ( sin )x x2 9 5-- == اختلاف جواب‌های معادلهء

 4
3

p )4 	 p )3 	 2
3

p )2 	p3 )1

] چه‌قدر است؟92192 , ]0 2pp sin در بازهء cos2 1

4
x x++ == مجموع جواب‌های معادلهء

 5
2

p )4 	 3
2

p )3 	 2p )2 	 p )1
2 کدام است؟92292 3 0

2cos sinx x++ == جواب کلی معادلهء مثلثاتی

 
x k

x k

= -

= -

ì

í
ï

î
ï

2
7

6

2
11

6

p p

p p
)4 	 

x k

x k

= -

= -

ì

í
ï

î
ï

2
3

2
2

3

p p

p p
)3 	 

x k

x k

= +

= +

ì

í
ï

î
ï

2
6

2
7

6

p p

p p
)2 	 

x k

x k

= -

= -

ì

í
ï

î
ï

2
6

2
5

6

p p

p p
)1

cos کدام است؟92392 sin2 2 0
2x x-- == جواب کلی معادلهء مثلثاتی

 2
6

kp p+ )4 	 kp p+ 6 )3 	 kp p+ 3 )2 	 2
3

kp p+ )1

92492 ( )kÎÎ )sin کدام است؟ )cos( ) cos( )pp pp pp
2

2 1++ ++ ++ -- ==x x x جواب کلی معادلهء مثلثاتی

 2kp p- )4 	 2 2kp p- )3 	 2kp )2 	 kp )1
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cos کدام است؟ 92592 ( cos )
sin

x x
x

2 1 1
0

++ -- == جواب کلی معادلهء 

 2
3

kp p± )4 	 kp p- 3 )3 	 kp p+ 3 )2 	 2
3

kp p+ )1

) کدام است؟92692 , )0 2pp cos باشد، مجموع ریشه‌های متمایز آن در بازهء sin2 0x a x++ == x یک ریشهء معادلهء == 5

6

pp اگر

 5
2

p )4 	 3
2

p )3 	 2p )2 	 p )1

] چند جواب دارد؟92792 , ]0 2pp sin در بازهء sin cosx x x==
--
1 معادلهء

4 )4 	3 )3 	2 )2 	1 )1

sincos بر روی دایرهء مثلثاتی رئوس کدام چندضلعی هستند؟92892
cos
sin

x
x

x
x2 2== جواب‌های معادلهء

4( شش‌ضلعی منتظم 3( ذوزنقه	 2( مربع	 1( مستطیل )غیرمربع(	
)cos کدام است؟92992 )qq pp-- 3 cos باشد، مقدار cos2 5 3x x== -- qq کوچک‌ترین ریشهء مثبت معادلهء اگر

 3

2
)4 	 1

2
)3 	1 )2 1( صفر	

) چند جواب دارد؟93093 , )-- pp pp
2 2 sin در بازهء cos3 3 1x x++ == -- معادلهء

5 )4 	4 )3 	3 )2 	2 )1
1 کدام است؟93193 8

2 2++ ==cot cosx x جواب کلی معادلهء
kp p
2 8

+ )4 	 kp p± 4 )3 	 kp p+ 4 )2 	 kp p
2 8

± )1

sincos بر روی دایرهء مثلثاتی رئوس کدام چندضلعی است؟93293 cos2

1
2 2

x
x x

--
== ++ نقطهء انتهایی کمان‌های جواب‌های معادلهء

4( لوزی 3( مستطیل	 2( مثلث متساوی‌الساقین	 1( مثلث قائم‌الزاویه	

qq کدام است؟93393 ) هستند. , )0
2

pp sin در بازهء sin cos2x x x k-- -- == qq ریشه‌های معادلهء pp6 و
 5
6

p )4 	 p2 )3 	 p3 )2 	 p4 )1

) کدام است؟93493 , )0 2pp tan در بازهء sin cosx x x++ == ++1 مجموع جواب‌های معادلهء

 7
2

p )4 	 3p )3 	 5
2

p )2 	 2p )1

cos بر روی دایرهء مثلثاتی رئوس یک 7ضلعی منتظم هستند. عدد طبیعی a کدام است؟93593 cos3x ax== جواب‌های معادلهء مثلثاتی
10 )4 	7 )3 	6 )2 	4 )1

| کدام است؟93693 |aa bb-- ) باشند، مقدار , )0
2

pp sin در بازهء cos4 4 3

4
x x++ == bb ریشه‌های معادلهء مثلثاتی aa و اگر

 2
3

p )4 	 p2 )3 	p4 )2 	 p8 )1
y به صورت مقابل است. طول پاره‌خطAB کدام است؟�93793 x== 2 5sin نمودار تابع

 2
15

p )2 		  p
15

)1

 4
15

p )4 		  p5 )3

93893 ،ABرسم شده است. طول پاره‌خط f x x( ) cos== ++1 2
2
در شکل مقابل قسمتی از نمودار تابع

چند برابر طول پاره‌خطCD است؟

�2 )2 		  3
2

)1

3 )4 		  4
3

)3
93993 ( )a ¹¹ 0 x دارای کم‌ترین مقدار است. در کدام نقطه دارای بیشترین مقدار است؟ == 1

4
f در x ax( ) sin== --3 تابع

 2
3

)4 	 1
3

)3 	3
4

)2 	 1
2

)1

] در چند نقطه بیشترین مقدار را دارد؟94094 , ]-- 1

2

1

2
y روی بازهء x== -- --3

3
4cos( )pp pp نمودار تابع

5 )4 	4 )3 	3 )2 	2 )1
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�

x0 است. ) یک همسایگی , )a b ، آن‌گاه بازهء x a b0Î ( , ) x0 می‌نامیم. در واقع اگر x0 را یک همسایگی همسایگی: هر بازهء باز شامل عدد حقیقی

�
x0 می‌نامیم. ) را یک همسایگی محذوف , ) { }a b x- 0 x0 باشد، آن‌گاه مجموعهء ) یک همسایگی , )a b همسایگی محذوف: اگر بازهء

�
x0 می‌نامیم. ) را یک همسایگی چپ , )a x0 x0 و بازهء باز ) را یک همسایگی راست , )x b0 همسایگی چپ و راست: بازهء باز

         �

)سراسری 98( ) یک همسایگی عدد 3 می‌باشد؟� , )x x++ --1 2 1  به ازای کدام مجموعه مقادیر x، بازهء
 1 5 2/ < <x )4 	 2 2 5< <x / )3 	 { }2 )2 	 Æ )1

باید بازهء داده‌شده، شامل عدد 3 باشد.  گزینهء »1«	
 x x

x
x

x
x

+ < < - Þ
+ <
< -

ì
í
î

Þ
<
>

ì
í
î

¾ ®¾¾ Æ1 3 2 1
1 3

3 2 1

2

2

¥HoT{H
�

 فرض کنید f در یک همسایگی محذوف a تعریف شده باشد. اگر با نزدیک‌شدن x روی محور 
f روی محور yها به اندازهء کافی به L نزدیک شود، گوییم حد f در نقطهء a برابر L است و  x( ) ،a ها بهx
 lim ( )
x a

f x L
®

= می‌نویسیم:�

�
f به اندازهء  x( ) ،a به a با مقادیر بیشتر از x تعریف شده باشد. اگر با نزدیک‌شدن a در یک همسایگی راست f فرض کنید 
 lim ( )
x a

f x L
® +

= کافی به L نزدیک شود، گوییم حد راست f در نقطهء a برابر L است و می‌نویسیم: �
به طور مشابه حد چپ نیز تعریف می‌شود. 

 lim ( )
x a

f x L
® -

= lim ( )
x a

f x L
® +

=

 به شرطی تابع f در a حد دارد که حد چپ و راست f در a موجود و برابر باشند.

x حد دارد. مقدار a کدام است؟ == 1 f در x ax x x
x x

( )
[ ]

== ++ <<
-- ++ >>

ìì
íí
ïï

îîïï

2
3 1

2 5 1
 تابع

4( صفر 	 -2 )3 	3 )2 	1 )1
x را محاسبه کرده و برابر هم قرار می‌دهیم: حد چپ و راست تابع f در نقطهء1=  گزینهء »3«	

 lim ( ) lim ( )
x x

f x ax x a
® ®- -

= + = +
1 1

2
3 3 � lim ( ) lim ( [ ] ) ( )

x x
f x x

® ®+ +
= - + = - + =

1 1

2 5 2 2 5 1 	

a است. = -2 a و در نتیجه + =3 پس1
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lim کدام است؟� ( ( ))
x

f f x®® --
--

1

2  نمودار تابع f به صورت مقابل است. حاصل
1 )1
2 )2
3 )3
4 )4

 x
x x

< Þ > Þ - < -1
1

1
2

2 ) میل می‌کند، زیرا:� )- -2 2- به
x

x حاصل ® -1 وقتی  گزینهء »4«	

 lim ( ( )) ( ( )) ( )
x

f f
x

f f f
®

- +
-

+

- = - = =
1

1

2
2 1 4��� پس به صورت مقابل حد را محاسبه می‌کنیم:�

، f a( )Î x حد دارد. اگر a= y در f x= [ ( ، آن‌گاه تابع[( f a( )Ï  فرض کنید f یک چندجمله‌ای باشد. اگر
x حد ندارد به‌جز نقاط max و min نسبی )در مورد این نقاط در مبحث کاربرد مشتق صحبت می‌کنیم(. a= y در f x= [ ( آن‌گاه تابع[(

جدول زیر حالت‌های مختلف نکتهء بالا را نشان می‌دهد.

]limحد دارد ( )] [ ( )]
x a

f x f a
®

=f a( )ÏÏ

f اکیداً صعودیحد ندارد
f x

f x

f a

f a
x a

x a

lim [ ( )]

lim [ ( )]

( )

( )
®

®

+

-

=

=

ì

í
ï

îï
-1

f a( )ÎÎ

f اکیداً نزولیحد ندارد
f x

f x

f a

f a
x a

x a

lim [ ( )]

lim [ ( )]

( )

( )
®

®

+

-

=

=

ì

í
ï

îï

-1

a نقطهء maxحد دارد f x f a
x a

Þ = -
®
lim[ ( )] ( ) 1

a نقطهء minحد دارد f x f a
x a

Þ =
®
lim[ ( )] ( )

]lim محاسبه شده است. ( )]
x

f x
®2

به طور مثال در شکل‌های زیر



357

ی
ح
ری
ش
ۀ ت
ام
خ‌ن

س
پا

یکنوا  اکیداً   [ , ]a b بازهء در   y x x= - - -| | | |a b توابع  
. ( )a b< می‌باشند

71771 f x x x( ) | | | |= + + -1 2  نمودار تابع
به صورت مقابل است. 

�
صورت به  آن  ضابطهء  و  است  نزولی  اکیداً   ( , ]-¥ -1 بازهء در  تابع 

y می‌باشد. x= - +2 1

f x g x x x x( ) ( )= Þ - + = - + +2 1 3 7
2 بنابراین:�

Þ - - = Þ
= -
= £ -

ì
í
î

x x
x
x x

2
5 6 0

1

6 1



¡ï¡ïù ( )
�

تنها یک نقطهء مشترک وجود دارد.
f را رسم می‌کنیم.71871 x( )  ضابطهء اول نمودار

�
x باید  = 2 y در a x= - 2 با توجه به نمودار درمی‌یابیم که مقدار تابع

f اکیداً نزولی شود. بنابراین: x( ) 4- باشد تا تابع کوچک‌تر یا مساوی
a a- £ - Þ £4 4 0 �

بنابراین بیشترین مقدار a برابر صفر است.
به 71971  ( , ]-¥ - 3 بازهء  در   f x ax x( ) = - +2

6 3 تابع  
بازهء x رأس سهمی در  ثانیاً  و  باشد   a <0 اولاً شرطی صعودی است که 

) نباشد. , )-¥ - 3
x

a a a atâHn = = ³ - Þ ³ - Þ + ³6

2

3
3

1
1

1
1 0 �

Þ + ³a
a
1

0 Þ
>
£ -

ì
í
î

a
a

0

1

¡ï¡ïù


�
�

72072 [ , )2 + ¥ بازهء  f x x x x( ) = - + -2 2 2 2 تابع دامنهء   
 y x= -2 2 y اکیداً صعودی و x x= -2 2 است. در این بازه، سهمی
f نیز  x( ) نیز اکیداً صعودی می‌باشد در نتیجه مجموع این دو تابع یعنی

اکیداً صعودی است.
 تابع f اکیداً صعودی است. بنابراین:72172

f a f a a a( ) ( )3 2 6 3 2 6
2 2- < - Þ - < - �

Þ - - < Þ + - <a a a a2
2 3 0 1 3 0( )( ) Þ - < <1 3a �

 اکیداً نزولی است. بنابراین:72272  تابع f در
f a f a a a a( ) ( )3 3 1 3 3 1 1- ³ - Þ - £ - Þ ³ �

است. 72372 صعودی  اکیداً   f x x x( ) = + -8 4 10
3 تابع  

fofبنابراین: x f x f f x f x( ) ( ) ( ( )) ( )< Þ <2 2 �

Þ < Þ + - <f x x x x x( ) 2 8 4 10 2
3 �

Þ + - <8 2 10 0
3x x �

x است. چون  جمع ضرایب عبارت فوق برابر صفر بوده و دارای ریشهء1=
جواب  نتیجه  در  و  بوده  آن  ریشهء  تنها   x است1= صعودی  اکیداً  تابع 

x می‌باشد. نامعادله به صورت1>

f را به صورت دوضابطه‌ای می‌نویسیم.72472 x( )  تابع

f x
x x
x x

( ) =
- ³ -
+ < -

ì
í
î

Þ
3 1 1

5 1 1
f اکیداً صعودی است.  x( ) تابع �

بنابراین:
fof x f x f f x f x( ) ( ) ( ( )) ( )> - Þ > -4 3 4 3 �
Þ > -f x x( ) 4 3 �
x

x

x x x x

x x x x

³-

<-

¾ ®¾¾ - > - Þ < Þ - £ <

¾ ®¾¾ + > - Þ > - Þ - <

1

1

3 1 4 3 2 1 2 1

5 1 4 3 4 4

( )

<< -1 2( )
�

( ) ( ) ( , )1 2 4 2 4 2 Þ - < < Þ Î -x x در نتیجه:�
y اکیداً صعودی است.72572 x= 4  می‌دانیم تابع

( )1
4

16 4 4
2 2

1 2 2x x x x x x- - - + -> Þ > �

Þ - + > - Þ - + < Þ < <x x x x x x2 2
2 2 3 2 0 1 2 �

fog صعودی است. بنابراین تابع f نزولی 72672  تابع g نزولی اکید و
است. در نتیجه:

f f f k( ) ( ) ( )1 2 6 8 4³ ³ Þ ³ ³ �
k kÎ¾ ®¾¾ Î { , , , , }4 5 6 7 8 �

بنابراین72772 است،  صعودی  اکیداً   f x x x( ) = + -1 تابع  

y اکیداً صعودی می‌باشد.
f x

= - 1
( )

y اکیداً نزولی و در نتیجه
f x

= 1
( )

y و f x= - ( ) f اکیداً صعودی است، توابع x( ) دقت داشته باشید چون
y اکیداً نزولی می‌باشند. f x= -( )

تابع72872 بنابراین  است.   f ( )4 0= و صعودی  اکیداً   f تابع   
x برابر صفر است. = -1 f اکیداً نزولی و در x( )3-

x
f x

-
-

³1

3
0

( )
�

x
x
f x
p D

-
- - - +
- + - -

- + - Þ = -

1 1

1 0

3 0

0 1 1

( )
( , ]

�

نامعادلهء72972 جواب   y f x f x= + - -( ) ( )2 2 تابع دامنهء   
f است. بنابراین: x f x( ) ( )+ - - ³2 2 0

f x f x x xf( ) ( )+ ³ - ¾ ®¾¾¾¾¾ + £ -2 2 2 2SwH Â²»qº ÓHkÃ¨H �
Þ £x 0 Þ = -¥D ( , ]0 �

اکیداً 73073  y x= - -5 و نزولی  اکیداً   y x= -5 تابع  
صعودی می‌باشد.

y نیز اکیداً صعودی است. x= -2 تابع1
f در دامنهء خود اکیداً صعودی است. x( ) بنابراین تابع

f x x x Df( ) [ , ]= - - - Þ =2 1 5 1 5 �
Þ = Þ = - Þ =R f f R bf f[ ( ) , ( )] [ , ]1 5 2 4 4 �
f b f( ) ( )+ = =1 5 4 خواهیم داشت:�

اعمال 73173 آن  نمودار  و   y f x= ( ) تابع بر  را  زیر  تبدیلات   
می‌کنیم.

y f x y f xx x= ¾ ®¾¾¾¾¾ = +® +( ) ( )1 1Oa Sµw ¾M keH» 1 �
x x y f x®¾ ®¾¾¾¾¾¾ = +2

1

2

2 1
KÄoò IM Â£ÎH ÆIL£ºH

( ) �

x x
y y f x® -¾ ®¾¾¾¾¾¾¾ = -IÀ n¼d¶  ¾M SLvº  ¾¹Äo¤ ( )1 2 �
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نزولی است.  ] اکیداً  , ]1

2
1 y در بازهء f x= -( )1 2 با توجه به نمودار تابع

.1 1

2

1

2
- = b برابر است با a- بنابراین حداکثر

73273 y x x x= - + -3 2
6 12 7  تابع

y بوده و نمودار آن  x= - +( )2 1
3 به صورت

مطابق شکل مقابل است.

�

به   y x= - +| ( ) |2 1
3 نمودار نتیجه  در 

 ( , ]-¥ 1 بازهء در  که  بود  خواهد  مقابل  صورت 
اکیداً نزولی است.

�
بنابراین حداکثر مقدار k برابر 1 است.

y به صورت 73373 x f x= +2 ( )  با توجه به نمودار ضابطهء تابع 
مقابل است:

y x f x
x x

x x
= + =

- - < -

³ -

ì
í
ï

îï
2 2

3

2
1

1

( ) �

Þ =
- - < -

- ³ -

ì
í
ï

îï
f x

x x

x x
( )

5

2

3

2
1

1

�

Þ = =
- - < -

- ³ -

ì
í
ï

îï
y af x

ax a x

ax x
( )

5

2

3

2
1

1

�

Þ = - =
+ + < -

+ ³ -

ì
í
ï

îï
y x af x

a x a x

a x x
( )

( )

( )

1
5

2

3

2
1

1 1

�

ضابطه  دو  هر  در   x ضرایب  باید  باشد  یکنوا  اکیداً  فوق  تابع  این‌که  برای 
هم‌علامت و مخالف صفر باشند.

بنابراین:
( )( )1

5

2
1 0

1

2

5

+ + > Þ
< -

> -

ì
í
ï

îï
a a

a

a
�

 قابل قبول است.
 ابتدا براساس رابطهء فیثاغورس x را به دست می‌آوریم.73473

( ) ( )2 1 5 5 3 14 49 0
2 2 2 2x x x x- = + + Þ - - = �

Þ = ± Þ
=

= -

ì
í
ï

îï
x

x

x
7 196

3

7

7

3



¡ ¡ ù
�

cosa = +
-

=x
x

5

2 1

12

13
خواهیم داشت:�

 ارتفاع دیوار را h در نظر می‌گیریم.73573

�
براساس رابطهء فیثاغورس خواهیم داشت:

x h h h h h h h h2 2 25

4

5

4

5

4

1

4

9

4
= - = - + =( ) ( )( ) ( )( ) �

= Þ =9

16

3

4

2h x h �
بنابراین:

tana = = =h
x

h

h3
4

4

3
�

ACH خواهیم 73673 قائم‌الزاویهء  مثلث  در  باشد،   CH x= اگر  
CHداشت:

AC
C x

AC
AC x= Þ = Þ =cos Æ /0 8

5

4
�

با توجه به رابطهء فیثاغورس:

AC AH CH x x2 2 2 2 2 225

16
18= + Þ = + �

Þ = Þ = ´ Þ = ´ =9

16
18 36 16 6 4 24

2 2 2x x x �
شکل 73773 به  توجه  با   

. sin 30
800

 = h واضح است

�
h h h
800

1

2
400 20 420= Þ = Þ + = بنابراین:�

موازی 73873 قضیهء  طبق   
برابر   b زاویهء با   a زاویهء مورب‌ها 
است. بنابراین در مثلث ABC مقدار

sinb را محاسبه می‌کنیم.

�
AB
BC

AC
=
=

ü
ý
þ

Þ =
3

4
5 اعداد فیثاغورس:�

sinb = =BC
AC

4

5
�

مثلث 73973 در  اول:  روش   
.AB AC= ABC بدیهی است

�
بنابراین مثلث ABC متساوی‌الساقین بوده و ارتفاع AH، میانه نیز می‌باشد.

می‌دانیم:
AC AC2 2 2

1 2 5 5= + = Þ = �
BC BC2 2 2

1 3 10 10= + = Þ = �
خواهیم داشت:

AH AC CH2 2 2 2 2
5

10

2
5

5

2

5

2
= - = - = - =( ) ( ) �

Þ = =AH 5

2

10

2
�

بنابراین:

sina = = =AH
AC

10

2

5

2

2
�



359

ی
ح
ری
ش
ۀ ت
ام
خ‌ن

س
پا

BC می‌باشد. بدیهی است: = 10 AB و AC= = 5 روش دوم: 
BC AB AC A2 2 2

90= + Þ =Æ  �
45 می‌باشند. بنابراین هر یک از زوایای B و C برابر

sin sina = =45
2

2

 �

شکل 74074 به  توجه  با   
از  گیره  نوک  فاصلهء  است  بدیهی 
 x y+ + برابر40 زمین  سطح 

سانتی‌متر است.

�
xخواهیم داشت: x

y y

45
30

1

2
22 5

50
60

3

2
25 3 42 5

= = Þ =

= = Þ =

ü

ý
ïï

þ
ï
ï

sin /

sin /

�

� ∼
�

Þ + + =x y 40 105 �
 با توجه به شکل مشخص 74174

. Æ Æ ÆA D C1 + = است

Þ + =

Þ =

Æ

Æ
A

A
1

1

30 60

30

 



�

�
AC است. CD= بنابراین مثلث ACD متساوی‌الساقین بوده و

در مثلث قائم‌الزاویهء ABC داریم:
AB
AC AC

= Þ =sin 60 435 3

2

 �

Þ = = =AC 870

3

870 3

3
290 3 Þ =CD 290 3 �

 چون همهء گزینه‌ها از 18 کم‌تر است؛ بنابراین 18 طول ضلع 74274
روبه‌رو به زاویهء بزرگ‌تر است. طبق قضیهء سینوس‌ها داریم:

�AB
C

AC
B

AB
sin Æ sin Æ

sin sin

=

Þ =
30

18

70
 

�
�

Þ = Þ =AB AB
1

2

18

0 9
10

/
�

 در مثلث ABC ارتفاع AH را رسم می‌کنیم.74374

ABH AH a a

ACH AH a a
a a

D

D

: sin

: sin

= =

= =

ü

ý
ïï

þ
ï
ï

Þ =
60

3

2

45
2

2

2

2

3

2
2 2

2





�

Þ = =a 3

2

6

2
�

�
AB می‌باشد.74474 AC=  مثلث ABC متساوی‌الساقین بوده و

ACD AD
AC

AD AC
D
: tan= Þ =60 3

 �

BD: از طرفی AD AB AC AC= Þ - = Þ - =1 1 3 1 �

Þ - = Þ =
-

= +( )3 1 1
1

3 1

3 1

2
AC AC �

Þ = +AB 3 1

2
�

 نسبت مساحت دو مثلث را می‌نویسیم.74574

S
S

AB BP

AC PC

AB

AC

ABABP

APC

PC

=
´ ´

´ ´
=

´

´
=

1

2
45

1

2
30

2
2

2

1

2

2 2

2�
�

�

sin

sin AAC
�

: از طرفی S
S

AB AP

AC AP

AB
AC

ABP

APC
=

´ ´

´ ´
=

1

2

1

2

2 2

sin

sin

a

b
�

Þ =sin
sin

a
b

2 2 �

 ارتفاع AH را رسم می‌کنیم. خواهیم داشت:74674

cos Æ cos ÆC CH
b

b C CH= Þ = �

cos Æ cos ÆB BH
c

c B BH= Þ = �
بنابراین:�

b C c B CH BH BCcos Æ cos Æ+ = Þ + = Þ =4 4 4 �
در نتیجه:

S AH BC AHABC = ´ = Þ ´ =1

2
16

1

2
4 16 Þ =AH 8 �

 ارتفاع AH را رسم می‌کنیم.74774

�

AHC
AH
AC

AH AH

CH
AC

CH CH

D
:

sin

cos

= Þ = Þ =

= Þ = Þ =

ì

í
ïï

î
ï

60
6

3

2
3 3

60
6

1

2
3





ïï

= = Þ = =

ü
ý
ï

þï
AHB AH

BH
BH AH

D
: tan 45 1 3 3



�

 �

Þ = +BC 3 3 3 �
بنابراین:

S AH BC
ABC = ´ =

+
= +

2

3 3 3 3 3

2

9 3 27

2

( ) �

 در حالت کلی در مثلث ABC می‌دانیم:74874
S AB AC AABC = ´ ´1

2
sin Æ �

بنابراین:
S x xABC = - =1

2
2 6 70 36( )( )sin  �

Þ - = Þ - =x x x x( )( )3
9

10
36 3 40

2 �

Þ - - = Þ + - = Þ
= -
=

ì
í
î

x x x x
x
x

2
3 40 0 5 8 0

5

8
( )( )

¡ ¡ ù


�

 مساحت مثلث ABC برابر است 74974
با:

AH BC´ = ´ =
2

1 2

2
1

�
�
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S AB ACABC = ´ ´1

2
sina از طرفی می‌دانیم:�

طول AB و AC را به دست می‌آوریم.
AB AB2 2 2

1 1 2 2= + = Þ = �

 AC AC2 2 2
1 3 10 10= + = Þ = �

در نتیجه:

SABC = ´ ´ ´ =1

2
2 10 1sina Þ = =sina 1

5

5

5
�

با نصف حاصل‌ضرب دو 75075 برابر است   مساحت هر چهارضلعی 
قطر ضرب در سینوس زاویهء بین دو قطر.

150 یا همان30 است. در این مسئله زاویهء بین دو قطر

S = ´ ´ ´ = ´ ´ ´ =1

2
10 18 30

1

2
10 18

1

2
45sin  �

75175 

3 می‌باشد. 3

2

2a  مساحت شش‌ضلعی منتظم به ضلع a برابر

S a a a= = Þ = Þ =3 3

2
6 3 4 2

2 2 �

است.  متساوی‌الساقین   ABC مثلث  شکل  به  توجه  با 
است.   120 منتظم شش‌ضلعی  داخل  زاویه  هر  اندازهء 
Æ ÆA C= = 30

 �بنابراین در مثلث ABC داریم:�
ارتفاع BH میانه نیز می‌باشد.

AH AB AB AC= = = ´ = Þ =cos30 3

2

3

2
2 3 2 3

 �

3a و اندازهء   در شش‌ضلعی منتظم به ضلع a، اندازهء قطر کوچک
2a است. قطر بزرگ

 مطابق شکل طول CD برابر ارتفاع درخت است.75275

ABC BC AB
D
: tan /= ´ = ´ =70 40 2 75 110

 �

ABD BD AB
D
: tan= ´ =45 40

 �

CD BC BD= - = - =110 40 70 بنابراین:�
 مستطیل AMNB را 75375

رسم می‌کنیم. بدیهی است:
MN AB= = 6 �

�
در مثلث MNC داریم:

MN
MC MC

MC MD= Þ = Þ = Þ =sin45 6 2

2
6 2 2 2

 �

. Æ ÆM C= = 45را رسم می‌کنیم. بدیهی است DH ارتفاع
در مثلث DMH داریم:

DH
MD

DH DH= Þ = Þ =sin 45
2 2

2

2
2

 �

:ADH در نتیجه در مثلث
DH
AD AD

AD= Þ = Þ =sin 30 2 1

2
4



�

75475 BC2 ،ABC ابتدا با استفاده از قضیهء کسینوس‌ها در مثلث 
را به دست می‌آوریم.

BC AB AC AB AC A2 2 2 2= + - ´ cos Æ �
= + - ´ ´ ´ =36 64 2 6 8

1

2
52 �

قضیهء کسینوس‌ها را در مثلث BDC می‌نویسیم.
BC BD CD BD CD D2 2 2 2= + - ´ cos Æ �

Þ = + - ´ ´ -52 36 2 6
1

2

2BD BD ( ) �

Þ + - = Þ + - =BD BD BD BD2
6 16 0 8 2 0( )( ) �

Þ =BD 2 �
بنابراین:

S BD CD DABC = ´ ´ = ´ ´ ´ =1

2

1

2
2 6

3

2
3 3sin Æ �

q برابر75575 1 شعاع دایره است بنابراین زاویهء
3

،AB طول کمان 
1 رادیان است.

3
q

p p
= ´ =1

3

180 60 60 درجه است.�
p

، q زاویهء

برابر شعاع می‌باشند. 75675  OC و   OB OBC اضلاع   در مثلث 
. Æ Æ ÆO B C

1
30= + =  15 و در نتیجه بنابراین زاویهء C برابر

Þ =ÆO
1

6

p �

AB طول = × = ´ =R q p p12
6

2 �
�

 مساحت قطاع و مثلث را به دست می‌آوریم.75775

S RÌIõ¤ = ´ = ´ ´ =60

360

1

6
2

2

3

2 2p p p �

SW±X¶ = ´ ´ ´ =1

2
2 2 60 3sin  �

Þ = - = -S S SÂ«ºn ÌIõ¤ W±X¶
2

3
3

p �
 مساحت و محیط قطاع را S و P می‌نامیم.75875

S R R

P R R

= ´ = =

= + = +

ü
ý
ï

þï
Þ = +

q
p

p q q

q q
q q2 2

9

2

2 6 3

9

2
6 3

2
2

Þ =q 4 �

75975 S2 S1 و مساحت قطاع کوچک را  مساحت قطاع بزرگ را
می‌نامیم.

S R

S r

S S S
1

2
2

2

2
2

1 2

2

6
8

2

16

3

2

6
4

2

4

3

12
= =

´
=

= =
´

=

ü

ý

ï
ïï

þ

ï
ï
ï

Þ = - =

q
p

p

q
p

p

p
33

4= p �

76076 AB CD AD BC+ + +   محیط قسمت رنگی برابر است با
.AB CD= = - =8 3 5 که

� 150 5

6

 = p رادیان �

 AD r = = ´ =.q p p
3

5

6

5

2
�

 BC R = = ´ =q p p
8

5

6

20

3
�

Þ = محیط + + + = +5 5
5

2

20

3
10

55

6

p p p �
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- بوده و انتهای کمان 76176 -180 35
  215- به صورت  زاویهء

در ناحیهء دوم مثلثاتی است.
انتهای کمان زوایای گزینه‌های  و  و  در ناحیهء دوم و زاویهء  

در ناحیهء اول مثلثاتی قرار دارند.
انتهای 76276 و  بوده   - -360 130

  صورت به   -490 زاویهء  
 17
8

p ، 4
3

p ، 5
6

p کمان در ناحیهء سوم مثلثاتی است. انتهای کمان زوایای
8 به ترتیب در ناحیه‌های دوم، سوم، اول و چهارم مثلثاتی قرار دارد.

5

p و

زاویهء76376 کمان  انتهای  بر   -530 زاویهء کمان  انتهای   
190 را به رادیان تبدیل  - منطبق است. حال + ´ =530 2 360 190

 

qمی‌کنیم. p p p p= ´ = = +190
180

19
18 18 �

q دو سر یک قطر خواهند بود. a باشد، انتهای کمانa و p=
18

بنابراین اگر

76476 57 تقریباً رادیان  هر   
 3 و   2  ،1 زوایای  کمان  انتهای  است. 
است واضح  است.  شکل  مطابق  رادیان 

 . sin sin sin3 1 2< < �
c a b< < بنابراین:�

رادیان 76576 هر  این‌که  به  توجه  با   
57 است، انتهای کمان زوایای 3، 4،  تقریباً

5 و 6 رادیان مطابق شکل است.
ناحیهء  در  رادیان   6 کمان  انتهای  است  واضح 

cos6 مثبت است. چهارم بوده
kp مطابق 76676

4  انتهای کمان زوایای
شکل رئوس یک ‌8ضلعی منتظم می‌باشند.

 kp
4 همانند  kp p

4 3
+ زوایای کمان  انتهای 

p3 بر روی دایرهء مثلثاتی چرخش  بوده و فقط
دارند.

�
 مطابق جدول عمل می‌کنیم.76776

k 0 1 2 10 11

8 6 8 3 8

5

3 8

11

6 8



q p p p p p p p p p+ + + +

با توجه به جدول 12 نقطهء متمایز بر روی دایره به وجود می‌آید. بدیهی 
p8 منطبق می‌شود. q بوده و بر کمان p p= +2

8
k باشد، =12 است اگر

ها 12 نقطهء متمایز بر دایره به وجود می‌آورند بنابراین kp
6  می‌دانستیم

ها نیز 12 نقطه ایجاد می‌کنند. kp p
6 8

+

76876 sin cosa a با توجه به0>  
 cosa و  sina که می‌شود  مشخص 
a در یکی از نواحی 3،  غیرهم‌علامت بوده و
مقدار   8 و   4 نواحی  در  است.   8 یا  و   7  ،4
اما در  از کتانژانتa است  بیشتر   aتانژانت
tan cota a< نواحی 3 و 7 داریم:�

�

رابطهء76976 و 8   7 ،6  ،1 نواحی  در   
و 8   6  ،4  ،2 نواحی  در  و   sin cosx x<

tan برقرار است. cotx x> رابطهء
�

بنابراین در دو ناحیهء 6 و 8، هر دو رابطه برقرار است.

23 به ترتیب در نواحی 5، 6، 7 و 1 قرار دارند.
11

p 17 و
10

p ،13
9

p ، 9
8

p زوایای

P بر دایرهء مثلثاتی انتهای کمان مربوط به 77077 x y( , )  اگر نقطهء
q باشد، آن‌گاه: زاویهء

sin cos tan cotq q q q= = = =y x y
x

x
y

�
بنابراین:

P( , )
sin

cot

sin
cot

2

3

5

3

5

3

2

5

5

3

2

5

5

6
- Þ

= -

= -

ì

í
ïï

î
ï
ï

Þ =
-

-
=

a

a

a
a

�

P خواهیم داشت:77177 y( , )- 4
5

 با توجه به شکل و

OP PH OH

OH

2 2 2

2 2
1

4

5

= +

Þ = +( )
�

Þ = Þ =OH OH2 9

25

3

5

�
�

در نتیجه:
tana = = =PH

OH

4

5

3

5

4

3
�

77277 P a a( , )3 1-  با توجه به مثلث OPH در دایرهء مثلثاتی و
خواهیم داشت:

OP PH OH a a2 2 2 2 2
1 1 3= + Þ = - +( ) ( ) �

Þ - = Þ
=

=

ì
í
ï

îï
10 2 0

0

1

5

2a a
a

a

¡ ¡ ù


�

Þ - Þ
=

=

ì

í
ï

î
ï

P
PH

OH
( , )3

5

4

5

4

5

3

5

�

Þ = = =sina PH
OP

4

5

1

4

5
�
 با توجه به شکل خواهیم داشت:�77377

PH OA
OH AP

= =
= =

ì
í
î

1

3

�

�

بنابراین:
OP OH PH OP2 2 2 2 2 2

3 1 10= + Þ = + = �
Þ =OP 10 �

در نتیجه:
cosa = = =OH

OP
3

10

3 10

10
�
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 با توجه به مثلث OAH در دایرهء 77477
مثلثاتی خواهیم داشت:

tana = Þ =

Þ =

1

2

1

2

2

AH
OH

OH AH

�
�

OA: از طرفی OH AH AH AH2 2 2 2 2
1 4= + Þ = + �

Þ = Þ =AH AH2 1

5

5

5
�

صورت به   P مختصات  بگیریم،  نظر  در   A x y( , ) را  A مختصات  اگر 
P است. x y( , )- -

x OH

y AH
P

= =

= - = -

ü

ý
ïï

þ
ï
ï

Þ -
2

5

5

5

5

2
5

5

5

5
( , ) �

( )( )- = -2 5

5

5

5

2

5
بنابراین:�
77577 B x y( , )  اگر مختصات B را

صورت به   A مختصات  بگیریم  نظر  در 
A خواهد بود. y x( , )- -

می‌دانیم:�

x y= = = =cos , sin30
3

2
30

1

2

 

بنابراین:
A

B

( , )

( , )

- -
ü

ý
ïï

þ
ï
ï

1

2

3

2

3

2

1

2

�

Þ = + + + = +AB ( ) ( )3

2

1

2

1

2

3

2
2 3

2 2

�
B باشد، خواهیم داشت:77677 x y( ,  اگر مختصات B به صورت(

AB x OH y= =2 �

S OH AB xy xy y
xOAB = ´ = = = Þ =

2

2

2

3

4

3

4
�

x :از طرفی y x
x

x x2 2 2

2

4 2
1

3

16

1
3

16
0+ = Þ + = Þ - + = �

Þ =
± -

=
±

Þ
=

=

ì

í
ï

î
ï

x
x

x

2

2

2

1 1
3

4

2

1
1

2

2

3

4

1

4

�

x
x AB

x AB

>¾ ®¾¾
= Þ =

= Þ =

ì

í
ïï

î
ï
ï

0

3

2
3

1

2
1

�
�

77777 ،OAB قائم‌الزاویهء  مثلث  در   
OP ارتفاع وارد بر وتر است.

OP AP BP

AP AP AP

2

2
3 3

= ´

= ´ =
�

�Þ = Þ =

Þ =

OP AP OP BP
BP
OP

3 3
3

3 �

بنابراین:
OBP BP

OP

D
: tana a= = Þ =3 60



�
 واضح است در مثلث قائم‌الزاویهء 77877

30 است. ÆO1 برابر OAB، زاویهء

tan Æ tanO AB
OB

AB
1

30
1

= Þ = �

Þ =AB 3
3 �

�
 OA OB AB OA2 2 2 2

1
1

3

4

3
= + Þ = + = �

 Þ = =OA 2

3

2 3

3
�

OB است.77977 OP OA= =  در دایرهء مثلثاتی1=

OPN OP
ON

ON
ON

D
: cos= =

Þ = Þ =

60
1

2

1 1

2
2



�

OPM OP
OM

OM
OM

D
: cos= =

Þ = Þ =

30
3

2

1 3

2

2

3



�

�
�

BN ON OB= - = - =2 1 1 خواهیم داشت:�

AM OM OA= - = -2

3

1 Þ + = =AM BN 2

3

2 3

3
�

78078 
اگر78178 مثلثاتی  دایرهء  به  توجه  با   

0 است. 1< £sina 0 باشد، آن‌گاه 120< <a 

�
0

2

3
1 0 2 3< - £ Þ < - £m m بنابراین:�

Þ - < - £ Þ - £ <2 1 1 2m m �
p باشد، آن‌گاه78278 q p

6

2

3
< <  اگر

دایرهء  به  توجه  با  و  بوده   p q p
3

2
4

3
< <

- است. £ <1 2
1

2
cos q مثلثاتی

�
- £ + < Þ - £ + <1

3 1

2

1

2
2 3 1 1

m m بنابراین:�

Þ - £ < Þ - £ <3 3 0 1 0m m �

78378 S را  رنگی  قسمت  مساحت   
S S SAOP OBP= -W±X¶ ÌIõ¤ می‌نامیم.�

�

خواهیم داشت:

AOP AP
OP

AP AP
D
: tan q = = =1 �

S AP OP

S R

OAP

OBP

= ´ =

= =

ü

ý
ï

þ
ï

2

1

2

2 2

2

tanq

q q
�

Þ = - = -S 1

2

1

2

1

2
tan (tan )q q q q �
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 ساده می‌کنیم:78478
cos( ) sin( ) sinx cosxp p

2 2+ + + = - +x x �
 تساوی داده‌شده را ساده می‌کنیم.78578

3
3

2
4

2
cos( ) sin( )p p+ = -x x �

Þ = - Þ = -3 4
3

4
sin cos cotx x x �

 تساوی داده‌شده را ساده می‌کنیم.78678

cot( ) tan( ) cot( )( cot )q p q+ - = Þ + - =x x x x
2

1 1 �

Þ + = - Þ + = -cot( )
cot

cot( ) tanq qx
x

x x1 �
q باشد، برابری بالا برقرار است. p= 2 اگر

78778 . a p b= - a است، بنابراین b p+ =  می‌دانیم

cos( ) cos( ) sin sin( ) sina p p a a p b b- = - = - = - - = -3

2

3

2
�

Æ است، بنابراین:78878 ÆA B+ = p
2  می‌دانیم

tan cot , cot tanA B A B= = �
cot cotB
tan tan

tan cot
cot tan

A
A B

B B
B B

-
-

= -
-

= -1 و در نتیجه:�
78978 
و79079  cos sinC B= بنابراین است.   Æ ÆB C+ = p

2 می‌دانیم  
 . sin cosC B=

sin cos
sin

sin sin
cos

sin
cos

tanB C
C

B B
B

B
B

B2 2

2

2
2= = = در نتیجه:�

x است.79179 + = +p p a
4 2

x باشد، آن‌گاه - =p a4  اگر

cos( )

cos( )

cos

cos( )

cos
sin

cot
x

x

-

+
=

+
=

-
= - =

p

p
a

a p
a
a

a4

4 2

4 �

Þ = - Þ - = -tan tan( )a p1

4 4

1

4
x �

x است.79279 + = +5
12 2

p a p x باشد، آن‌گاه - =p a
12

 اگر

sin( ) cos( )x x+ + - =5

12 12

1

3

p p �

Þ + + =sin( ) cosa p a
2

1

3
�

Þ + = Þ =cos cos cosa a a1

3

1

6
�

بنابراین:
cos( ) cos( ) cosx + = + = - = -11

12

1

6

p p a a �

3 می‌باشد.79379 3
2

a b p+ = a است، بنابراین b p+ = 6  می‌دانیم

3 3
2

2 2
2

a b p a b a b p+ = Þ + + + =( ) ( ) �

Þ + = +cos( ) sin( )a b a b2 2 �
sin( )
cos( )

2

2
1

a b
a b

+
+

= در نتیجه:�

8 می‌باشد.79479
2

a p= a است، بنابراین p=
16

 می‌دانیم

3 5
2

3 5a a p a a+ = Þ =sin cos �

2 6
2

2 6a a p a a+ = Þ =tan cot �

sin cot
tan cot

3 6

2 5
1

a a
a a

= در نتیجه:�

79579Æq = + =240 90 330
    با توجه به شکل واضح است:�

tan tan tan( ) tanq= = - = - = -330 360 30 30
3

3

    بنابراین:�

cos570 را ساده می‌کنیم.79679  عبارت
cos cos( ) cos cos( )570 360 210 210 180 30

     = + = = + �

= - = -cos30 3

2

 �
 عبارت داده‌شده را ساده می‌کنیم.79779

cos sin( ) tan sin16

3

19

6

17

4

11

6

p p p p- + �

= + - + + + -cos( )( sin( )) tan( )sin( )5
3

3
6

4
4

2
6

p p p p p p p p �

= - + -( cos )(sin ) tan ( sin )p p p p
3 6 4 6

�

= - + - = - - = -( )( ) ( )( )1

2

1

2
1

1

2

1

4

1

2

3

4
�

و 79879  cos( ) coskp a a- = باشد، زوج   k اگر   
بنابراین است؛   cos( ) coskp a a- = - باشد، فرد   k اگر 

. cos( ) ( ) cosk kp a a- = -1
 می‌دانیم کسینوس دو زاویهء مکمل قرینهء یکدیگرند، بنابراین 79979

مجموع کسینوس آن‌ها برابر صفر است.

cos cos cos cos cos cosp p p p p p
7

2

7

3

7

4

7

5

7

6

7

0

0

+ + + + +

� ������ ������

� ����������� ����������
=0 �

 عبارت A را ساده می‌کنیم.80080

A = +sin cos tan10

3

11

6

7

4

p p p �

= + - + -sin( ) cos( ) tan( )3
3

2
6

2
4

p p p p p p �

= - - = - - = - - = -( sin )(cos ) tan ( )( )p p p
3 6 4

3

2

3

2
1

3

4
1

7

4
�

80180 cos20 بر را  کسر  مخرج  و  و صورت  کرده  ساده  را  کسر   
تقسیم می‌کنیم.

cos
sin cos

cos
cos sin

cos
cos

cos
20

70 70

20

20 20

20

20

20



 



 





+
=

+
=

++ sin
cos

20

20





�

=
+

=
+

= = =1

1 20

1

1 0 36

1

1 36

100

136

25

34tan / /

�

80280 cos25 بر را  و مخرج کسر  را ساده کرده و صورت   کسر 
تقسیم می‌کنیم.

2 205 155

295 115

2 25 25

25 2

sin cos
cos sin

sin cos
sin cos

 

 

 



-
+

= - +
+ 55



�

= - +
+

= - +
+

= = =2 25 1

25 1

0 92 1

0 46 1

0 08

1 46

8

146

4

73

tan
tan

/
/

/
/





�

80380 cosa بر را  کسر  مخرج  و  صورت  و  کرده  ساده  را  کسر   
تقسیم می‌کنیم.

sin( ) cos( )
cos( ) cos( )

cos cos270 180

2 90 180

 

 

- + +

+ - -
= - -a a

a a
ak k aa
a a- +

=
2

3
sin cos

�

¸¾ ®¾¾¾ - -
- +

= - -
- +

= - -
-

=cos
tan

a
a

1

2 1

1

4 1

1

3
3

k k k �

Þ + = Þ =k k1 9 8 �
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804801
12

2
+ =tan

cos
q

q
 می‌دانیم:�

بنابراین:
1

1

1

10

10 9
2 2+ = = Þ =tan tanq q �

tan tan cotq q q<¾ ®¾¾¾ = - Þ = -0
3

1

3
�

در نتیجه:
cot tanq q- = - + =1

3
3

8

3
�

 تساوی داده‌شده را ساده می‌کنیم.80580
3 2

0
3 2

sin cos sin cosa a a a
+ = Þ = - �

Þ = - Þ = -sin
cos

tana
a

a3

2

3

2
Þ = -cota 2

3
�

6 12 9 8 1tan cota a- = - + = - بنابراین:�
 کسر داده‌شده را ساده می‌کنیم.80680

1

1
2 1 2 2

1

3

+
-

= Þ + = - Þ =sin
sin

sin sin sinq
q

q q q �

خواهیم داشت:
1

1
9 8

2

2

2+ = = Þ =cot
sin

cotq
q

q �

cot cotq q<¾ ®¾¾¾ = -0
2 2 �

بنابراین:
cot( ) tanq p q+ = - = =

2

1

2 2

2

4
�

 تساوی داده‌شده را ساده می‌کنیم.80780

3
2

1

2
3

1

2
sin cos( ) sin sinx x x x+ + = Þ - =p �

Þ =sin x 1

4
�

خواهیم داشت:

cos sin coscos2 2 0
1 1

1

16

15

16

15

4
x x xx= - = - = ¾ ®¾¾ = -< �

 تساوی داده‌شده را ساده می‌کنیم.80880

cot( ) tan cotp
2

3 3
1

3
- = Þ = Þ =x x x �

می‌دانیم:
cos( ) sinx x- =p

2 �
خواهیم داشت:

1
1 1

1

9

10

9

9

102

2 2

sin
cot sin

x
x x= + = + = Þ = �

sin sinx x>¾ ®¾¾¾ = =0 3

10

3 10

10
�

 تساوی داده‌شده را ساده می‌کنیم.80980

3 2
2

1cos( ) sin( )p p- - + =x x �

Þ - - = Þ = -3 2 1
1

5
cos cos cosx x x �

می‌دانیم:

sin cos2 2
1 1

1

25

24

25
x x= - = - = Þ = ±sin x 2 6

5
�

بنابراین:
2 2 2sin( ) cos( ) sin sinp p+ + - = - +x x x x �

= - =sin x 

2 6

5
�

810811
12

2
+ =tan

cos
a

a
 می‌دانیم:�

Þ = + = Þ =1
1

25

144

169

144

144

1692

2

cos
cos

a
a �

cos cosa a<¾ ®¾¾¾ = -0 12

13
�

sin tan cos ( )a a a= × = ´ - = -5

12

12

13

5

13
�

خواهیم داشت:
sin( ) cos( ) ( cos )(sin )7

2

11

2

p a p a a a- + = - �

= - = -( )( )12

13

5

13

60

169
�

cosa می‌توانستیم از فیثاغورسی‌‌بودن اعداد 5،  sina و  برای محاسبهء
12 و 13 استفاده کنیم.

 تساوی داده‌شده را ساده می‌کنیم.81181

2
3

2

2
2

3

2

tan tan( )

cot( ) cot( )

a p a

p a p a

+ -

- - -
= Þ +

+
=2

2

3

2

tan cot
tan cot

a a
a a

�

Þ + = + Þ =4 2 3 6 4tan cot tan cot tan cota a a a a a �

Þ = Þ =1
4

1

4

2

cot
cot cot

a
a a �

خواهیم داشت:
1

1 1
1

4

5

4

4

52

2 2

sin
cot sin

a
a a= + = + = Þ = �

Þ = ± = ±sina 2

5

2 5

5
�

81281 cot 60 3

3

 = و  tan 60 3
 = می‌دانیم اول:  روش   

است.
1

1 60

1

1 60

1

1 3

1

1
3

3

+
+

+
=

+
+

+tan cot 
�

=
+ + +

+ +
=

+

+
=

1
3

3
1 3

1 3 1
3

3

2
4

3
3

2
4

3
3

1

( )( )
�

روش دوم:
1

1
1

1
1

1
1

1 1+
+

+
=

+
+

+tan cot tan
tan

a a a
a

�

=
+

+
+

= +
+

=1
1 1

1
1 1

tan
tan
tan

tan
tana

a
a

a
a

�

tan است، بنابراین:81381 cota a× =  می‌دانیم1

( )( )1

3 1
4 2 1 4 2 3 1 3

k
k k k k

-
+ = Þ + = - Þ = - �

 عبارت داده‌شده را ساده می‌کنیم.81481

cot x(cos
cos

) tan2 21
1x

x
x- + �

= - ´cos
sin

(cos
cos

)
cos

2

2

2

2

1 1x
x

x
x x

�

= - ´ = - = -
-

=cos
sin

( sin )
| cos |

cos
| cos |

cos
cos

x
x

x
x

x
x

x
x2

2 1
1 �

). - < <1 0cos x p است، بنابراین q p< < 3

2
(
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بنابراین81581  3
2

2
p a p< < چون و   sin p

4

2

2
= می‌دانیم  

- است. < <1 0sin x

2
4

1

2
2

2

1

1

1

2 2

2

2 2

2

2sin cos

cot

( ) cos

sin

cos

| sin |

p -

+
=

-
= -x

x

x

x

x

x

�

=

-

= -sin

sin

sin
2

3

1

x

x

x �

 تساوی داده‌شده را ساده می‌کنیم.81681
sin cos
sin cos

sin cos sin cosq q
q q

q q q q+
-

= Þ + = -2 2 2 2 2 �

Þ =sin cosq q4 Þ =tanq 4 �

cot( ) tan3

2
4

p q q+ = - = - در نتیجه:�
 تساوی داده‌شده را ساده می‌کنیم.81781

7 3 5 7 1 3 5
2 2 2 2sin cos ( cos ) cosx x x x+ = Þ - + = �

Þ = Þ =4 2
1

2

2 2cos cosx x �
خواهیم داشت:

1
1 1

1

2

2 1
2

2

2+ = = = Þ =tan
cos

tanx
x

x �

b را B می‌نامیم.81881 p+ 4 a را A و p- 3  

sin sin sin sin2 2 2 2
1 1A B A B+ = Þ = - �

Þ =sin cos2 2A B �
است.  فوق صحیح  رابطهء  باشد،   A B k+ = +p p

2 اگر که  است  بدیهی 
بنابراین:

A B k k+ = + Þ - + + = +p p a p b p p p
2 3 4 2

�

Þ + = + Îa b p pk k7

12
( ) �

a خواهد شد. b p+ = 7

12
k باشد، اگر0=

 کسر داده‌شده را ساده می‌کنیم.81981

sin cos
cos

sin cos
cos
cos

tan

tan

a a
a

a a
a
a

a

a

+ =

+

= +

+

3 2

2

1

1

1

= +

+

=3 1

1

1 9

40 �

 دو طرف تساوی را به توان 2 می‌رسانیم.82082
1 2

1

1 4

1
2 2cos sin cos ( sin )x x x x

=
-

Þ =
-

�

Þ
-

=
-

Þ
+

=
-

1

1

4

1

1

1

4

12 2sin ( sin ) sin sinx x x x
�

Þ - = + Þ = -1 4 1
3

5
sin ( sin ) sinx x x �

1 است، نتیجه  2

1cos sinx x
=

-
-1 نامنفی و sin x با توجه به این‌که

cos می‌باشد. x >0 می‌گیریم

cos sin cos2 2
1 1

9

25

16

25

4

5
x x x= - = - = Þ = �

tan sin
cos

x x
x

= =
-

= -

3

5

4

5

3

4
بنابراین: �

tan می‌توانستیم از اعداد فیثاغورسی 3، 4 و 5 استفاده کنیم. x  برای محاسبهء

821821
12

2
+ =tan

cos
q

q
 می‌دانیم:�

بنابراین:
1

1 2 5
1

5
1

1

5

4

52

2 2 2

cos
cos sin

q
q q= + = Þ = Þ = - =

خواهیم داشت:
sin cos ( ) ( )4 4 2 24

5

1

5

17

25
q q+ = + = �

 ابتدا تساوی داده‌شده را ساده می‌کنیم.82282
sin cos
cos

sin cos cosq q
q

q q q- = Þ - =2 2 �

Þ = Þ =sin cos tanq q q3 3 �
1

1 1 9 10
1

102

2 2

cos
tan cos

q
q q= + = + = Þ = بنابراین:�

در نتیجه:
sin cos (sin cos )(sin cos )4 4 2 2 2 2

1

q q q q q q- = - +� ��� ��� �

= - = - = - =sin cos cos2 2 2
1 2 1

1

5

4

5
q q q �

sin است. خواهیم داشت:82382 cosx x = 1

2
 می‌دانیم

sin cos sin cos ( )6 6 2 2 2
1 3 1 3

1

2
1

3

4

1

4
x x x x+ = - = - = - = �

 دو طرف تساوی را به توان 2 می‌رسانیم.82482

sin cos (sin cos )q q q q- = Þ - =1

3

1

9

2 �

Þ - = Þ =1 2
1

9

4

9
sin cos sin cosq q q q �

خواهیم داشت:

sin cos sin cos ( )4 4 2 2 2
1 2 1 2

4

9
q q q q+ = - = -

�

= - = =1
32

81

49

81

7

9
�

sin را محاسبه می‌کنیم.82582 cosq q  ابتدا

sin cos (sin cos )q q q q+ = Þ + =1

4

1

16

2 �

Þ + = Þ = -1 2
1

16

15

32
sin cos sin cosq q q q �

خواهیم داشت:
sin cos3 3q q+ �
= + - +(sin cos ) sin cos (sin cos )q q q q q q3 3 �

= - - = + =( ) ( )( )1

4
3

15

32

1

4

1

64

45

128

47

128

3 �

82682tan cot
sin cos

x x
x x

+ = 1  می‌دانیم:�
بنابراین:

tan cot (tan cot )2 2 2 2x x x x+ = + - �

= - = - =(
sin cos

)1
2 4 2 14

2 2

x x
�

sin را محاسبه می‌کنیم.82782 cosa a  ابتدا

tan cot
sin cos

a a
a a

+ = Þ =25

8

1 25

8
�

Þ =sin cosa a 8

25
�

| باشد، خواهیم داشت: sin cos |a a- = A اگر

A A2
1 2 1

16

25

9

25

3

5
= - = - = Þ =sin cosa a �
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 عبارت سمت راست تساوی را ساده می‌کنیم.82882
1 1 1 1

2 4

2

4

2

2 2cos cos
cos
cos

sin
cos cosx x

x
x

x
x x

- = - = - ´ �

= - + = - -tan x x x x2 2 2 4
1( tan ) tan tan �

= + Þ = = - Þ + = -a x b x a b a btan tan2 4
1 2 �

 تساوی داده‌شده را ساده می‌کنیم.82982

cos( ) cos( ) cos sinp q p q q q+ + + = - - =
2

1

3
�

Þ + = Þ + =(sin cos ) sinq q q2 1

9
1 2

1

9
�

Þ = -sin2 8

9
q �

cos برقرار است. بنابراین:83083 sin2 1 2
2a a= -  رابطهء

cos ( )2 1 2
7

3
1

14

9

5

9

2a = - - = - = - �

sina را محاسبه می‌کنیم.83183  ابتدا

sin cos sinsina a aa2 2 0
1 1

8

9

1

9

1

3
= - = - = ¾ ®¾¾¾ = -< �

بنابراین:
sin sin cos ( )( )2 2 2

1

3

2 2

3

4 2

9
a a a= = - - = �

cos2 را محاسبه می‌کنیم.83283 a  روش اول: مقدار
1

1 1
1

4

5

4

4

52

2 2

cos
tan cos

a
a a= + = + = Þ = �

بنابراین:
cos cos2 2 1

8

5
1

3

5

2a a= - = - = �

روش دوم: اتحادهای زیر برقرارند:

sin tan
tan

, cos tan
tan

2
2

1

2
1

1
2

2

2
a a

a
a a

a
=

+
= -

+
�

در نتیجه:

cos2
1

1

4

1
1

4

3

4

5

4

3

5
a =

-

+
= = �

 دو طرف تساوی را به توان 2 می‌رسانیم.83383

sin cos (sin cos )q q q q+ = Þ + =3

10

9

10

2 �

Þ + = Þ = -1 2
9

10
2

1

10
sin sinq q �

A باشد، خواهیم داشت:83483 = +sin cosq q  اگر
A AA2 0

1 2 1 0 69 1 69 1 3= + = + = ¾ ®¾¾ =>sin / / /q �
 ابتدا عبارت P را ساده می‌کنیم.83583

P =
+

-
-

= -
+

- -
-

cos
sin

sin
cos

sin
sin

cos
cos

2 2 2 2

1 1

1

1

1

1

a
a

a
a

a
a

a
a

�

= - - + = - -( sin ) ( cos ) sin cos1 1a a a a �
بنابراین:

P2 2
1 1 1 2 1 2- = - - - = + - =( sin cos ) sin sina a a a �

tana را محاسبه می‌کنیم.83683  ابتدا مقدار
3

4 2

1

3
9 3 4 2

-
+

= Þ - = +tan
tan

tan tana
a

a a �

Þ =tana 1 �

cos2 را به دست می‌آوریم. a روش اول: مقدار
1

1 2
1

22

2 2

cos
tan cos

a
a a= + = Þ = �

بنابراین:
sin cos ( cos ) ( cos )2 2 2

2 1 2 1a a a a- = - - - �
= - = - =2 3 2

3

2

1

2

2cos a �
روش دوم:

tana a p= Þ =1
4

�

Þ - = - = - =sin cos sin cos2 2
2

4 2

1

2
0

1

2
a a p p �

cos2q را به دست می‌آوریم.83783  ابتدا

cos sin ( )2 1 2 1 2
7

16

1

8

2q q= - = - = �

cos cos ( )4 2 2 1 2
1

8
1

31

32

2 2q q= - = - = - بنابراین:�

sinq است.83883 sin نتیجه می‌شود0< sin2 q q<  از نامساوی
: از طرفی sin sin cos2 0 2 0q q q< Þ <  sin cosq q>¾ ®¾¾¾ <0 0 �

q در ناحیهء دوم است. cosq است بنابراین انتهای کمان sinq و0> >0
 ابتدا مختصات P را به دست می‌آوریم.83983

x x x x2 2 21

5
1 2

2

5

24

25
0+ + = Þ + - =( ) �

Þ + - = Þ =
- ± +

x x x2

5

12

25
0

1

5

1

25

48

25

2
�

Þ =
- ±

Þ
=

= -

ì

í
ï

î
ï

x
x

x

1

5

7

5

2

3

5

4

5

¡ ¡ ù


)P در ناحیهء سوم است.(�

Þ - - ¾ ®¾¾¾¾¾ = =P( , ) sin , cos4

5

3

5

3

5

4

5

SwH ½jIe â¾Ä»Hp q q q �

sin sin cos ( )( )2 2 2
3

5

4

5

24

25
q q q= = = بنابراین:�

است. 84084 دوم  ناحیهء  در   a کمان انتهای  و   sin /a =0 8  
cos می‌باشد. /a = -0 6 بنابراین

1 2

1
2

2

1 2

1 2

2

1 2

2- +

+ -
= +

+
=

+
cos( )

cos( )

cos
sin

cos
sin cos

p a
p a

a
a

a
a a

�

= ´
+ -

= =2 0 36

1 2 0 6 0 8

0 72

0 04
18

/
( / )( / )

/
/

�

2 است.84184
3

2a p b- = a باشد، p b- =6  اگر

sin( ) sin( ) sin( )2
6

2
3 2

2
2

a p a p p b p+ = - + = + �

= = - = - =cos sin ( )2 1 2 1 2
1

5

3

5

2 2b b �

 تساوی داده‌شده را ساده می‌کنیم.84284

4
1

4
4 1

1

4

2 2 2 2cos sin cos ( cos )x x x x- = Þ - - = �

Þ =cos2 1

4
x �

cos cos2 2 1
1

2
1

1

2

2x x= - = - = - بنابراین:�
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x است.84384 + = +3

10 2

p a p x باشد، آن‌گاه - =p a5  اگر

2
5

3

10
1cos( ) sin( )x x- + + =p p �

Þ + + = Þ + =2
2

1 2 1cos sin( ) cos cosa a p a a �

Þ = Þ =3 1
1

3
cos cosa a �

در نتیجه:
cos( ) cos( ) cos cos2

5
2 2

2

5
2 2 1

2p p a a- = - = = -x x �

= - = -2

9
1

7

9
�

 دو طرف تساوی را به توان 2 می‌رسانیم.84484
( sin cos )2 2 3

2x x- = �

Þ + - =2 4 4 2 3
2 2sin cos sin cosx x x x �

Þ - =2 4 2 1
2cos sin cosx x x �

Þ - =2 1 4 2
2cos sin cosx x x �

Þ = Þ = =cos sin tan2 2 2 2 2
1

2 2

2

4
x x x �

cos است.84584 sin75 15
 =  می‌دانیم

sin cos2 1 2

2
a a= - �

Þ = - =
-

= -sin cos2
15

1 30

2

1
3

2

2

2 3

4





�

Þ = - = - = -sin15 2 3

4

2 3

2

4 2 3

2 2

 �

=
-

= - = -( )3 1

2 2

3 1

2 2

6 2

4

2

�
بنابراین:

cos ,75
4

6 2

4
6 2

 = - = - Þ = =a b a b �

Þ - =a b 4 �
، بنابراین:84684 sin cos2 1 2

2
a a= -  می‌دانیم

sin
cos

2 3

8

1
3

4

2

1
2

2

2

2 2

4

p
p

=
-

=
+

= + �

Þ = +sin 3
8

2 2

2

p �
 عبارت A را ساده می‌کنیم.84784

A = -sin cos cos sin3 3q q q q �

= - = -sin cos (sin cos ) sin ( cos )q q q q q q2 2 1

2
2 2 �

= - = - = -1

4
4

1

4
45

2

8
sin sinq  �

 تساوی داده‌شده را ساده می‌کنیم.84884
1 2 2 2 2

2+ = =cos cos sin sin cosa a a a a �

1
3

2
2

2
2 2

3
2

3

2

+ = Þ = Þ =cos
sin

cos

sin cos
cotq

q

q

q q
q �

بنابراین:
tan( ) cotq p q

2 2 2
3- = - = - �

 تساوی داده‌شده را ساده می‌کنیم.84984

1
2

2
2 2

2+ = Þ =cos cos cos cosq q q q �

.SwH ½jIe â¾Ä»Hp q
q2

2

1

2
¾ ®¾¾¾¾¾ =cos �

cos cos ( )q q= - = - = -2
2

1 2
1

2
1

1

2

2 2 روش اول:�
بنابراین:

cos cos ( )2 2 1 2
1

2
1

1

2

2 2q q= - = - - = - �
Þ 2q در ناحیهء سوم است. انتهای کمان �

1 2
1

2

4 2 3
2

2

2+ = = Þ =tan
cos

tanq
q

q �

Þ =tan2 3q )ناحیهء سوم( 	

q است. p
2 3

= cos است. در نتیجه q
2

1

2
= q2 زاویهء حاده و روش دوم:

Þ = Þ =2
4

3
2 3q p qtan �

85085tan cot cotx x x- = -2 2  می‌دانیم:�
بنابراین:

tan cot
tan

x x
x

- = - = - = -2

2

2

1

3

6 �

p است. بنابراین:85185 p p
12

5

12 2
+ =  می‌دانیم

sin cos5

12 12

p p= �
خواهیم داشت:

sin sin sin cos4 4 4 4

12

5

12 12 12

p p p p+ = + �

1 2
12 12

1
1

2 6
1

1

2

1

4
1

1

8

7

8

2 2 2- = - = - = - =sin cos sin ( )p p p �

 می‌دانیم:85285

sin cos sin cos sin6 6 2 2 2
1 3 1

3

4
2x x x x x+ = - = - �

بنابراین:
f ( ) sin ( )p p
8

1
3

4 4
1

3

4

2

2
1

3

8

5

8

2 2= - = - = - = �

است85385 واضح  شکل  به  توجه  با   
a بنابراین: b p+ =2 2

2 4a p b= - �
�

اگر ضلع مربع را x بنامیم، خواهیم داشت:

AN x x x AN x2 2 2 2

2

5

4

5

2
= + = Þ =( ) �

Þ

= =

= =

ì

í

ï
ï
ïï

î

ï
ï
ï
ï

sin

cos

b

b

x

x

x

x

2

5

2

5

5

5

2

2 5

5

�

sin sin cos2 2
4

5
b b b= = در نتیجه:�

2
2 2

2 1 2 1
16

25

3

5

b p

b b
<

¾ ®¾¾ = - = - =cos sin �
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sin2a را به دست می‌آوریم. حال
sin sin( ) sin sin cos2 4 4 2 2 2a p b b b b= - = = �

= =2
4

5

3

5

24

25
( )( ) �

 در مثلث قائم‌الزاویه ABC داریم:85485
BC
AC

AC BC= Þ = =sin
sin sin

15

15

2

15



 

�

در مثلث قائم‌الزاویهء ACD داریم:

AC
AD

AD AC= Þ = =cos
cos

sin
cos

15

15

2

15

15









�

= = = =2

15 15

2

1

2
30

2

1

4

8

sin cos sin
 



�

 با توجه به شکل داریم:85585
ABC a x

CDE b y
ab xy

D

D

: sin

: cos
sin cos

=

=

ü

ý
ïï

þ
ï
ï

Þ =

p

p

p p8

8
8 8 �

Þ =

Þ =

ab xy

ab xy

1

2 4

2

4

sin p

�

�
خواهیم داشت:

ACE
x

y

D
:

cos

sin

=

=

ì

í
ï

î
ï

8
12

8
12

p

p
�

Þ = = =xy 64
12 12

32
6

16sin cos sinp p p �
بنابراین:

ab = ´ =2

4
16 4 2 �

به صورت85685  y ax= cos و  y ax= sin تابع تناوب  دورهء   
T می‌باشد.

a
= 2p
| |y x T

y x T
T
T

= + Þ = =

= - Þ = =

ü

ý
ï
ï

þ
ï
ï

Þ =

1 2 2
2

2
1

2 3
3

2

3

6

1

6

1

2

1

2

cos

sin

p p
p

p p
p

�

| را به دست می‌آوریم.85785 |a  ابتدا
y

a
x T

a

a= Þ = = Þ =3
2

4 2
1

sin
| |

| |p p
p

�

خواهیم داشت:
y a x T

a a
= + Þ = = = =1

1 1

2

1

2
2

tan
| | | |

p p
p

�

f را ساده می‌کنیم.85885 x( )  ابتدا

f x x x x x x( ) sin sin( ) sin cos sin= + = =p
2

1

2
2 �

Þ = =T 2
2
p p �

 ابتدا تابع را ساده می‌کنیم.85985
y x x x= - = -tan cot cot3 3 2 6 �
T می‌باشد.

a
= p
| |

y به صورت ax= cot y و tan= ax دورهء تناوب تابع

Þ =T p
6 �

 ابتدا y را ساده می‌کنیم.86086

y f x f x x x= + - = + -( ) ( ) cos( ) cos( )p p p p
2 4

2 2
2

�

= - = - Þ = =( cos )(sin ) sin2 2
1

2
4

2

4 2
x x x T p p �

f را ساده می‌کنیم.86186 x( )  ابتدا

f x ax ax ax( ) sin ( cos ) cos= = - = -4 4
1 2

2
2 2 2

2 �

Þ = =T
a a1

2

2

p p
| | | |

�
g را به دست می‌آوریم. x( ) دورهء تناوب

g x x T( ) tan= Þ = =3

4 3

4

4

3
2

p p �

بنابراین:

T T a aa
1 2

01

2

2

3

3

2

3

2
= Þ = Þ = ¾ ®¾¾ =>p p

| a |
| | �

 می‌توانیم از نکتهء زیر استفاده کنیم:
y ax

y ax
T

a
=

=

ü
ý
ï

þï
Þ =

sin

cos | |

2

2
p �

86286 p
| |a

با برابر   y ax= cos2 y و ax= sin2  دورهء تناوب
می‌باشد.

f x x T( ) sin= Þ = =5
6

6

6
2

1

p p
p

�

g x
a
x T

a

a( ) tan
| |

| |
= Þ = =2

3 2

3

3

2
2

p p
p

�

بنابراین:
T T a a aa
1 2

03

2
6 4 4= Þ = Þ = ¾ ®¾¾ =>| | | | �

86386 f a x( )3 y برابر 3 است. در تابع f ax= ( )6  دورهء تناوب

1 برابر شده است. در نتیجه دورهء تناوب 
18

ضریب x، نسبت به تابع اول،

y یعنی 54 می‌باشد. )ضریب 6 در f ax= ( )6 آن 18 برابر دورهء تناوب

y تأثیری در دورهء تناوب ندارد.( f a x= 6
3
( )

روابط 86486  y a bx c= +cos و  y a bx c= +sin تابع  در 
max | | min | |= + = - +a c a c مقابل برقرار است:�

بنابراین:
f x x( ) sin

max
min

= - Þ
= + =
= - =

ì
í
î

5 3
5 3 8

5 3 2
p �

Þ + =max min 10 �

T = =2 2p
p| |

�
در نتیجه:

10

2
5= �

y روابط 86586 a bx c= +cos y و a bx c= +sin تابع  در 
زیر برقرار است:

| | max min max min
| |

a c T
b

= - = + =2 2
2p �

بنابراین:
| | ( )a =

- -
=

4 2

2
3 �

c T
b

b= - = = = Þ =4 2

2
1

2

6
12

p p
| |

| | �
در نتیجه  درست است.
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| را به دست می‌آوریم.86686 |a  ابتدا

y a a x T
a

a= + Þ = = Þ =1
3

2

3

4
3

2
sin( )

| |
| |p p

p
�

خواهیم داشت:
| | max min max mina = - = Þ - =

2

3

2
3 �

T است.86786
a

= 2

3

p
| |

y برابر a ax=
2

3cos  دورهء تناوب تابع
می‌دانیم:

max min | | max min | |- = Þ - =2 2
a a �

بنابراین:
T

a
a´ - = ´ =(max min)

| |
| |2

3

2

3

p p
�

 با توجه به نمودار، تابع در مبدأ مختصات نزولی بوده و از 86886
) عبور می‌کند. , )p

2
3 ) و , )0 0 نقاط

) عبور نمی‌کند. , )p
2

3 در  تابع از

) عبور نمی‌کند. , )0 0 در  تابع از
در  تابع در مبدأ مختصات صعودی است.

 در گزینه‌های  و  ماکزیمم تابع 3 و مینیمم تابع1- 86986
است که با توجه به شکل نادرست است.

x دارای مینیمم است  =0 cos منفی بوده و تابع در p2 xدر  ضریب
که با توجه به شکل نادرست است.

دارای   x =0 در و  بوده   -3 و  1 ترتیب  به  مینیمم  و  ماکزیمم  در  
ماکزیمم است.

 طول پاره‌خط AB برابر با دروهء تناوب تابع است.87087

y x T AB= - Þ = = Þ =3 3
4

2

4

8 8sin p p
p

�

ارتفاع MH در مثلث AMB برابر ماکزیمم تابع است.
max | |= + - = Þ =3 3 6 6MH �

بنابراین:
S AB MH
AMB = ´ = ´ =

2

8 6

2
24 �

 دورهء تناوب تابع با توجه به شکل برابر 4 است. بنابراین در 87187
y خواهیم داشت: a bx c= +cos تابع

T
b

b= = Þ =2
4

2

p p
| |

| | �
ماکزیمم تابع 4 و مینیمم تابع صفر است.

| | max mina = - = - =
2

4 0

2
2 �

c = + = + =max min
2

4 0

2
2 �

x دارای ماکزیمم بوده و در نتیجه a مثبت و برابر با 2 است. =0 تابع در
Þ = +y x2 2 2cos p   درست است:�

b در شکل برابر دورهء تناوب است. واضح 87287 a و  فاصلهء بین
3 دورهء تناوب می‌باشد.

4
 برابر b یعنی است که فاصلهء بین A و

y x T= - Þ = = Þ =3 2
4

2

2

3

4
cos( )p p p p

 �

�

 برای این‌که شیب خط مذکور بیشترین مقدار باشد، نقاط 87387
بین  فاصلهء  باشند.  متوالی  مینیمم  و  ماکزیمم  نقطهء  دو  باید  نظر  مورد 
طول‌های این دو نقطه برابر نصف دورهء تناوب و فاصلهء بین عرض‌های آن‌ها 

برابر اختلاف ماکزیمم و مینیمم تابع است.

�
y x= 3

4
sin p �

T T= = Þ =2

4

8
1

2
4

p
p

�

max min- = ´ =2 3 6 �

mAB = =6

4

3

2
بنابراین:�
4 باشد، آن‌گاه:87487

6
x + =p a  روش اول: اگر

0
6

4
6

4
6 6

4
6

< < Þ < + < + Þ < < +x k x k kp p p p a p �

تابع نتیجه  در  و  نزولی   ( , )p p6 بازهء در   y = cosa تابع می‌دانیم 
مقدار حداکثر  بنابراین  است.  بازه صعودی  این  در   f x( ) cos= -3 a

p می‌باشد. a برابر
4

6

5

24
k k+ = Þ =p p p

�
روش دوم: رسم شکل:

به   y x= - +3 4
6

cos( )p تابع نمودار 
صورت مقابل است. بدیهی است تابع در فاصلهء

) صعودی است. , )0
5

24

p

�
 فاصلهء طول‌های دو نقطهء A و B برابر دورهء تناوب تابع است.87587

y a x T AB= Þ = = Þ =cos p p
p2

2

2

4 4 �

Þ طول نقطهء B برابر 4 است �
x دارای ماکزیمم است. در نتیجه a مثبت است. ماکزیمم تابع  =0 تابع در

a- است. بنابراین: برابر a و مینیمم برابر
A a B a C a( , ) ( , ) ( , )0 4 2 - �
)نقطهء C مینیمم بوده و طول آن وسط طول دو نقطهء ماکزیمم متوالی است.(
m m a a aAC BC´ = - Þ - = - Þ =1 1 1

2( )( ) �
a a>¾ ®¾¾ =0

1 �

 حداقل مساحت مثلث زمانی است که نقاط A و B، دو نقطهء 87687
ماکزیمم متوالی باشند. طول ضلع AB برابر دورهء تناوب و ارتفاع CH برابر 

اختلاف ماکزیمم و مینیمم تابع است.

�
AB T

a
= = 2p

| |
�

CH a= - =max min | |2 �

Þ = ´ =
´

=S AB CH a
a

2

2 2

2 2

p

p| |
| |

�
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 AC برابر با نصف دورهء تناوب است.87787
y a a x= cos p �
T

a a
AC

a
AC

a
a= = Þ = ¾ ®¾¾ = -<2 2 1 10p

p| | | | | |
�

x مینیمم دارد بنابراین a منفی است.( =0 )تابع در
در نتیجه مختصات نقاط A و C به دست می‌آید.

A
a

C
a

( , ) , ( , )1

2
0

1

2
0- �

 ABC مثلث  است  بدیهی  می‌باشد.   ( , )0 a به صورت  B نقطهء  مختصات 
است کافی  باشد  متساوی‌الاضلاع  این‌که  برای  است.  متساوی‌الساقین 

:AB AC=

AB AC
a

a
a a

a
a

= Þ + = - Þ + =1

4

1 1

4

1

2

2

2

2

2
�

Þ = Þ = Þ = -a
a

a a2

2

4 4
3

4

3

4

3

4
�

p2 و مینیمم تابع87887  با توجه به نمودار دورهء تناوب تابع برابر
3- است.

T
b

b= = Þ =2

2
4

p p
| |

| |
�

min | | | |= - - = - Þ =1 3 2a a Þ = =| |a
b

2

4

1

2
�

ab است، بنابراین: <0 x نزولی و در نتیجه =0 تابع در
a
b

= - 1

2
�

دورهء 87987  3
4

، x = 3 تا  x =0 بین فاصلهء  نمودار،  به  توجه  با   
تناوب است:

y a b x= +sin p 1 �
3

4
3 4

2
4

1

2
T T

b
b= Þ = Þ = Þ =p

p| |
| | �

ماکزیمم تابع برابر 3 می‌باشد.
max | | | | | |= + = Þ = Þ =a a ab1 3 2 1 �
ab = -1 ab است. بنابراین:� <0 x نزولی بوده و در نتیجه =0 تابع در

 با توجه به نمودار دورهء تناوب تابع 6 و ماکزیمم آن 3 است.88088
y a b x= - cos p �

T
b

b= = Þ =2
6

1

3

p
p| |

| | �

max = + = Þ =a a1 3 2 �
- باشد و تفاوتی ایجاد نمی‌شود.( 1

3
1 یا
3

)b می‌تواند

Þ = - ¾ ®¾¾ = -
=

y x y
x

2
3

2
17

6

17

2cos cosp p �

= - = +2
5

6
2

3

2
cos p �

متوالی 88188 مینیمم  و  ماکزیمم  نقطهء  دو  طول‌های  بین  فاصلهء   
نصف دورهء تناوب است.

y a x= +2 cos bp �
T T
2

2 4= Þ = �

min | | | |= - Þ - = - Þ =1 2 1 3a a �

max | |= + = + =2 2 3 5a بنابراین:�
max /
T

= =5

4
1 25 در نتیجه:�

 نمودار در دو دورهء تناوب رسم شده است، بنابراین:88288
2

4

5

2

5
T T= Þ = �

y a b x T
b

b= + Þ = = Þ =1
2 2

5
5sin

| |
| |p p

p
�

min | | | |= - Þ - = - Þ =2 1 2 3a a �
ab می‌باشد. >0 x صعودی بوده و =0 تابع در

Þ
= =
= - = -

Þ
+ =
+ = -

ì
í
î

ì
í
ï

îï

a b
a b

a b
a b

3 5

3 5

8

8

,
,


�

6- و ماکزیمم آن صفر است.88388  مینیمم تابع

f x a b x( ) sin= + p
3 �

a = + = - = -max min
2

0 6

2
3 �

| | max minb = - = + =
2

0 6

2
3 �

b می‌باشد. = -3 b است. بنابراین <0 x نزولی بوده و =0 تابع در
در نتیجه:

f x x f( ) sin ( ) sin= - - Þ = - -3 3
3

9

2
3 3

3

2

p p �
= - + =3 3 0 �
ماکزیمم نقطهء  طول  نمودار  به  توجه  با  می‌باشد.   6 تابع  تناوب  دورهء   

f است. ( )9
2

0= 9 و در نتیجه
2

) برابر )3

4
T

3 دورهء تناوب است.88488
2

، x = 5 x تا =0  از
3

2
5

10

3
T T= Þ = �

f x a b x T
b

b( ) cos
| |

| |= - Þ = = Þ =p p
p

2
2 10

3

3

5
�

max | | | |= Þ - + = Þ =2 2 2 4a a �
و  a = 4 بنابراین است.   a >0 و بوده  ماکزیمم  دارای   x =0 در تابع 

b است. = ± 3

5
Þ

+ = + =

+ = - =

ì

í
ï

î
ï

a b

a b

4
3

5
4 6

4
3

5
3 4

/

/
�

و 88588  13
18 18

2

3

p p p- = برابر تناوب  دورهء  نمودار  به  توجه  با   

3 است.
2

ماکزیمم تابع
y a bx= - 3sin �
T

b
b bb= = Þ = ¾ ®¾¾ = -<2 2

3
3 3

0p p
| |

| | �
3b- مثبت است.( x صعودی و =0 )تابع در

max | |= + - = Þ = -a a3
3

2

3

2
�

2 2
3

2
3 9ab = - - =( )( ) در نتیجه:�

، ماکزیمم 3 و مینیمم88688 2
3

p با توجه به نمودار دورهء تناوب  
y a bx c= +sin 1- است.�

T
b

b= = Þ =2 2

3
3

p p
| |

| | �

| | max mina = - = + =
2

3 1

2
2 �

c = + = - =max min
2

3 1

2
1 �
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ab است بنابراین: <0 x نزولی بوده و =0 تابع در
| |ab ab= Þ = -6 6 �
ab c- = - - = -6 1 7 در نتیجه:�

f می‌باشد. 88788 ( )0 2= 2- و  دورهء تناوب تابع 6، مینیمم آن
ابتدا ضابطهء تابع را ساده می‌کنیم.

f x a bx c a b x c( ) cos ( ) cos( )= + + = + +p p p3

2

3

2
�

= +a b x csin p �

T
b b

b= = = Þ =2 2
6

1

3

p
p| | | |

| | �

f c( )0 2 2= Þ = �

min | | | | | |= - = - Þ - = - Þ =c a a a2 2 2 4 �
ab است. <0 x نزولی بوده و =0 تابع در

| |ab ab abc= Þ = - Þ = -4

3

4

3

8

3
�

 دورهء تناوب تابع برابر b و مینیمم آن برابر صفر است.88888

f x a b ax( ) cos= + 2

9

p �

T
a

b a b

a b a b a b

a b
b

= = Þ =

= - = Þ = ¾ ®¾ =

ü

ý
ïï

þ
ï
ï

Þ = =

>

2

2

9

9

0

3

0

p
p | |

| |

min | | | |

�

بنابراین:

f x x f a f( ) cos ( ) ( ) cos= + Þ = = + =3 3
2

3
3 3 3 2 6

p p �

88988 T تناوب  دورهء  اگر   
به   C و   B  ،A نقاط  طول  باشد، 

5 است.
4

T T و
2 ، T

4 ترتیب
�

a است. >0 x صعودی و =0 تابع در

T a a= = = =2

2
1

p
p

, max | | �
Þ A a B C a( , ) ( , ) ( , )1

4

1

2
0

5

4
�

بنابراین:
m m a a
AB BC´ = - Þ

-
´

-
= -1

1

4

1

2

5

4

1

2

1 �

Þ = ¾ ®¾¾ =>a aa2 03

16

3

4
�

89089 T = =2 2p
p

برابر  y x= +1 2cosp تابع تناوب  دورهء   
 ( )AB = 2 است. بنابراین طول نقاط A و B به ترتیب صفر و 2 می‌باشد.
1 بوده و در نتیجه عرض نقاط A و B برابر 3  2 3+ = ماکزیمم تابع برابر

h است(. عرض نقاط C و D صفر است. = 3 است )ارتفاع ذوزنقه
1 2 0

1

2
+ = Þ = -cos cosp px x �

Þ
=

=

ì

í
ï

î
ï

Þ
=

=

ì

í
ï

î
ï

p p

p p

x

x

x

x

2

3

4

3

2

3

4

3

�

CD است. = 2

3
4 بوده و

3
2 و
3

طول نقاط C و D به ترتیب

S AB CD hABCD = + ´ =
+

´ =
2

2
2

3

2
3 4 �

نتیجه89189 در  و   3
4 2

T = p باشد،  T برابر  تناوب  دورهء  اگر   
T است. ماکزیمم تابع 3 می‌باشد. ضابطهء تابع را ساده می‌کنیم. = 2

3

p

f x a bx bx a bx( ) sin cos sin= = 2 2 �

T
b

b= = Þ =2

2

2

3

3

2

p p
| |

| | �

 max | | | a |= = Þ =a
2

3 6 �

ab است. <0 x نزولی و =0 تابع در
| |a
b

a
b

a
b

= = Þ - = Þ = -6

3

2

4 4 4 �

y است.89289 x x= = -2 1 2
2sin cos  ضابطهء تابع به صورت

OB است. = p T بوده و در نتیجه = =2
2
p p دورهء تناوب تابع

yA می‌باشد. = 2 1 بوده و در نتیجه 1 2+ = ماکزیمم تابع برابر

S OB yOAB A= ´ ´ = ´ ´ =1

2

1

2
2p p �

 ضابطه تابع را ساده می‌کنیم.89389

y a b x a b x= + = + -sin ( cos )2 1 2

2
= - + +b x a b

2 2cos �

x دارای ماکزیمم بوده  =0 ماکزیمم تابع 2 و مینیمم آن1- است. تابع در
b است. <0 - و در نتیجه >b

2
و0

max | |= + + = Þ - + + = Þ =b a b b a b a2 2 2 2 2 2 2 �

min | |= - + + = - Þ + = -b a b a b
2 2

1 1 �

Þ + = - Þ = - Þ - =2 1 3 5b b a b �
نتیجه89489 در  و  بوده  منفی   [ , ]p p2 بازهء در   sin x  

 y x= +cos( )p
2 y است. در بین گزینه‌ها تابع x x= = -| sin | sin

y برابر است. x= -sin با
f را رسم می‌کنیم.89589 x x( ) cos( )= + p

6  نمودار تابع

�
2 به سمت چپ منتقل کنیم، 

3

p y را x= sin مشخص است اگر نمودار

y بر نمودار x= +sin( )2

3

p بر نمودار فوق منطبق خواهد شد. بنابراین

 f x( ) g زمانی بر x x( ) sin( )= + q f منطبق است. بنابراین تابع x( )

q باشد. p p= +2
2

3
k q و یا p= 2

3
منطبق است که

برابر است، 89689  g x( ) f و x( ) توابع تناوب  بدیهی است دورهء   
a است. = 3 بنابراین اگر a مثبت باشد،

بنابراین  است.   sin( ) sin cos( )3 3 3
2

x x x- = - = +p p می‌دانیم

منطبق   f x x( ) sin( )= -3 p بر  g x x b( ) cos( )= +3 این‌که برای 

b باشد. در نتیجه b می‌تواند k= +2 2p p b و یا = p
2 باشد، کافی است

- باشد. + = -2
2

3

2
p p p
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| بوده و 89789 |- <p p
3 2

 ، y a bx= + -2
3

sin( )p  در تابع
p و  y یکسان است. دورهء تناوب تابع a bx= + 2sin ویژگی‌های آن با

b می‌باشد. <0 x نزولی بوده و =0 مینیمم آن1- است. تابع در
T

b
b bb= = Þ = ¾ ®¾¾ = -<2

2 2
0p p

| |
| | �

min = - = - Þ = Þ - =a a a b2 1 1 3 �

| بوده و 89889 |p p
6 2

<  ، f x a b x( ) sin( )= - + p
6  در تابع

f و  f( ) ( )p p= - =0 y یکسان است. a b x= - sin ویژگی‌های آن با
- و در نتیجه >b 0 x صعودی بوده و =0 ماکزیمم تابع 2 است. تابع در

b است. <0
f a b a b b a( ) sinp p= - = Þ + = Þ = -7

6
0

2
0 2 �

max | |= + = ¾ ®¾¾ - =<a b a bb
2 2

0 �
b a a a b=-¾ ®¾¾ = Þ = Þ = -2

3 2
2

3

4

3
�

Þ = + +f x x( ) sin( )2

3

4

3 6

p �

x )سینوس برابر 1 باشد( و طول  = p
3 ،A واضح است طول نقطهء ماکزیمم

x )سینوس برابر1- باشد( است. مینیمم تابع  = - 2

3

p ،B نقطهء مینیمم

2 می‌باشد.
3

4

3

2

3
- = - نیز

A B( , ) , ( , )p p
3

2
2

3

2

3
- - Þ =

+

+
= =mAB

2
2

3

3

2

3

8

3 8

3p p p p
�

 تابع از مبدأ مختصات عبور می‌کند.89989
f x a bx( ) cos( )= + -1

3

p �

f a a( ) cos( )0 0 1
3

0 1
2

0= Þ + - = Þ + =p Þ = -a 2 �

اول  yها  محور  راست  سمت  در  اگر   y a bx c= + +cos( )q تابع در 
فرض  با  و   aq <0 باشد مثبت   b این‌که  فرض  با  باشیم  داشته  ماکزیمم 

aq است. این‌که b منفی باشد0<
aq است.  >0 در این تابع در سمت راست محور yها اول ماکزیمم داریم و

b می‌باشد. <0 بنابراین
1 باشد.

2
)cos برابر )bx - p

3 f در نقاطی صفر می‌شود که x( ) تابع

سایر  در  بود.   cos( )- =p
3

1

2
که بود   x =0 نمودار در  نقطه  اولین 

ترتیب به   bx - p
3 بنابراین است.  منفی   b و  مثبت   x نمودار  ریشه‌های 

 x = 5

3

p که ریشه  آخرین  در  یعنی  می‌باشد.   -11
3

p و  - 7

3

p ، - 5

3

p

bx می‌باشد: - = -p p
3

11

3
است،

5

3 3

11

3
2

p p pb b- = - Þ = - �
90090 

y x x x x= + = - = - -sin cos sin ( cos )6 6 2
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4
2 1
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4

1 4

2
�
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T = = = + = = - =2
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90190 
p باشد، آن‌گاه90290 q p

8

3

8
< <  اگر

دایرهء  به  توجه  با  و  بوده   p q p
4

2
3

4
< <

tan2 است. 1q < - tan2 یا 1q > مثلثاتی
�

بنابراین:
| tan |

| |
| |2 1

1

3 1
1 3 1 1

1

3q > Þ
-

> ¾ ®¾¾ - <
¹

m
m
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Þ - < - < Þ < < Þ < <1 3 1 1 0 3 2 0
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3
m m m �

m
m

¹
¾ ®¾¾ Î -
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3 0
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3

1

3
( , ) { } �

90390 g x k( ) = +p p
2 که نقاطی  در   y g x= tan( ( )) تابع  

( )kÎ باشد، تعریف نشده است.

f x x x k x k( ) tan= Þ = + Þ = +3

4

3

4 2

4

3

2

3
p p p p �

x است. به ازای بقیهء مقادیر صحیح x ،k در بازهء = 2

3

p k باشد، اگر0=
f در بازهء x( ) x تابع = 2

3

p ) قرار نمی‌گیرد. بنابراین تنها به ازای , )0 2p
) تعریف نشده است. , )0 2p

f را ساده می‌کنیم.90490 x( )  ضابطهء
f x x x( ) tan( ) tan= - - = +2

2

3
2

2

3
p �

تابع بنابراین  یکنواست  اکیداً   ( , )- p p
2 2 بازهء در   y x= tan تابع

) اکیداً یکنواست، در نتیجه کم‌ترین  , )- 3

4

3

4

p p y در بازهء x= tan 2
3

- است. 3

4

p مقدار k برابر

f را ساده می‌کنیم.90590 x( )  ضابطهء تابع
f x ax a x( ) cot( ) tan( )= + = -3

2

p p p �
a است. >0 - و در نتیجه <a 0 x اکیداً نزولی بوده و =0 نمودار تابع در

با توجه به نمودار دورهء تناوب تابع 6 می‌باشد.

T
a

a aa= = Þ = ¾ ®¾¾ =>p
p| |

| |6
1

6

1

6

0 �

f است.90690 ( )0 1= -  با توجه به نمودار،
f x a bx( ) tan( )= + +p

4 �

Þ = + = - Þ = -f a a( ) tan0
4

1 2
p �

در  f x( ) هم‌چنین می‌باشد.   b >0 و بوده  صعودی   x =0 در تابع 
x تعریف نشده است: = p

3
p p p
4 3 2

3

4
+ = Þ =b b( ) Þ - = - - = -a b 2

3

4

11

4
�

 حداکثر a نصف دورهء تناوب است.90790

y x T= - Þ =
-

=3
3

2
2 2

tan( )
| |

p p p Þ = =a T
2 4
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 جواب‌های کلی معادله را به دست می‌آوریم.90890
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روش دوم:
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2

2cos ( cos ) cosx x x= Þ + = Þ = - �

Þ = ± Þ = ± Þ =2 2
2

3 3 3
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3
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3
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3
x k x k xp p p p p p p p, , , �

x جواب معادله است.91091 = 5
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k x k
x

cos cos2 3 0
5

6
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5

12+ = ¾ ®¾¾ + =
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Þ - = - Þ =3
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خواهیم داشت:
2 2 3 0 2
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cos cosx x+ = Þ = - �
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x k x kp p p p
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Þ =x 5
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p p p p, , ,
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19 است.
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p ) برابر , )0 2p بزرگ‌ترین جواب در بازهء
 معادله را ساده می‌کنیم.91191

sin( ) cos( ) sin( )x x x+ + = Þ + =p p p
3 3
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Þ + = Þ + = + Þ = -sin( )2
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3
1 2
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2 12
x x k x kp p p p p p �

x است.91291 + = +p p a
6 2

x باشد، آن‌گاه - =p a3  اگر

sin( ) cos( ) sin( ) cosx x+ + - = Þ + + =p p p a a
6 3
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Þ = Þ = Þ = ±2 1
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+ + =p p p بنابراین:�

x است.91391 + = +p a p
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x باشد، آن‌گاه - =p a4  اگر

cos( )cos( )x x- + = -p p
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)sin است.91491 ) sin- = -x x  می‌دانیم
sin sin sin sin3 0 3x x x x+ = Þ = - �
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)cos است.91591 ) cosx x+ = -p  می‌دانیم
cos cos cos cos2 0 2x x x x+ = Þ = - �
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) سه جواب دارد. , )0 2p بنابراین معادله در بازهء

)sin است.91691 ) cosx x- = -p
2  می‌دانیم
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بنابراین:
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 معادله را ساده می‌کنیم.91791

cos( ) sin( ) sin sin2
2
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روش اول:
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روش دوم:
2 0 2 1 0sin cos sin sin ( cos )x x x x x- = Þ - = �
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 معادله را ساده می‌کنیم.91891
2 2 1 0

2sin sin cosx x x- - = �
Þ - =2 1 2

2sin sin cosx x x �
 Þ - = Þ = -cos sin cos sin2 2 2 2x x x x �

روش اول:
cos cos( ) ( )2 2 2 2 2 2 2x x x k x= + Þ = ± +p p p �

Þ = -x kp p
2 8 �

 x k= +p a tan به صورت tanx = a جواب کلی معادلهء روش دوم: 
می‌باشد.

cos sin tan2 2 2 1 2
4

x x x x k= - Þ = - Þ = -p p �

Þ = -x kp p
2 8 �

cos صورت کسر را برابر صفر قرار می‌دهیم.91991 x ¹ -1  با شرط
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 معادله را ساده می‌کنیم.92092
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 معادله را ساده می‌کنیم.92192
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 معادله را ساده می‌کنیم.92292
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 معادله را ساده می‌کنیم.92392
cos sin cos ( cos )2 2 0 2 1 2 0

2x x x x- = Þ - - = �

Þ = Þ = + Þ = +cos2 1

2
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3 6
x x k x kp p p p �

 معادله را ساده می‌کنیم.92492
sin( ) cos( ) cos( )p p p
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sin صورت کسر را برابر صفر قرار می‌دهیم.92592 x ¹0  با فرض
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حال، معادله را حل می‌کنیم.
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sin معادله را ساده می‌کنیم.92792 cosx x- ¹ 0  با فرض

sin
sin cos

sin sin cosx
x x

x x x=
-

Þ - =1
1

2 �

Þ - + =1 0
2sin sin cosx x x �

Þ + = Þ + =cos sin cos cos (cos sin )2
0 0x x x x x x �

Þ
= Þ =

= - Þ =

ì

í
ï

î
ï

cos ,

cos sin ,

x x

x x x

0
2

3

2

3

4

7

4

p p

p p
�

ساده 92892 را  معادله   cos2 0x ¹ و  sin2 0x ¹ فرض با   
می‌کنیم.
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رئوس یک مستطیل )غیر مربع( می‌باشند.

�



375

ی
ح
ری
ش
ۀ ت
ام
خ‌ن

س
پا

 معادله را ساده می‌کنیم.92992
cos cos cos cos2 5 3 2 5 2 0
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 روش اول: دو طرف معادله را به توان 2 می‌رسانیم. )ممکن 93093
است جواب اضافه وارد مسئله شود.(
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نیستند.  قابل قبول  اولیه صدق نمی‌کنند و  p6 در معادلهء  جواب‌های 0 و

) سه جواب وجود دارد. , )- p p
2 2 بنابراین در بازهء
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x غیر قابل قبول است. =0 cos جواب x ¹ با توجه به شرط1
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93593 cos cos3x ax=  برای این‌که جواب‌های معادلهء مثلثاتی
بر روی دایرهء مثلثاتی رئوس یک 7ضلعی منتظم باشد، باید مجموعه‌جواب 

2 باشد.
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صورت به  مجموعه‌جواب  و   a =10 آن‌گاه باشد،   a - =3 7 اگر

 است که بیانگر رئوس یک 7ضلعی منتظم و یک 13ضلعی 
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منتظم است. بنابراین قابل قبول نیست.
صورت به  مجموعه‌جواب  و   a = 4 آن‌گاه باشد،   a + =3 7 اگر

2 می‌باشد. در نتیجه
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kp  است که اجتماع این جواب‌ها برابر
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a جواب مسئله است. = 4
 معادله را ساده می‌کنیم.93693
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