


به نام خدا

اگر کسی سؤال کند ریاضیات چه کاربردی در زندگی ما دارد، احتمالاً نمی‌توانیم در زمانی کوتاه و با چند جمله او را قانع کنیم که 

ریاضیات واقعاً مفید است.

همان‌طور که احتمالاً س��ومری‌ها نمی‌توانس��تند تصور کنند که عددبازی‌های دانشمندانش��ان، هزاران‌س��ال بعد، در رمزگذاری‌های 

رایانه‌ای، چه‌اندازه مفید خواهد بود!

احتمالاً نیوتن هم، هنگام ارائه و حل بسیاری از مسائل ریاضی، صرفاً لذت می‌برده و خیلی به این فکر نمی‌کرده که حل این مسائل، 

صدها سال بعد، چه کمکی به فناوری و زندگی پیشرفتۀ انسان‌ها خواهد کرد.

امروز هم ریاضی‌دانان، در زندگی به‌اصطلاح مدرن خود، در حال ارائه و حل مس��ائلی هس��تند که شاید در آینده‌ای دور یا نزدیک، 

باعث پیشرفتی شود که زندگی امروز ما را دیگر مدرن معرفی نکند!

به نظر می‌رس��د بعضی لذت‌های زندگی روزمره، مثل حل مس��ئلۀ ریاضی، پله‌های پیش��رفت بش��ر را می‌سازند و خواجه‌نصیرالدین 

طوسی هنگام حل مسئله، درست می‌گفت که »پادشاهان کجا هستند تا لذت مرا دریابند؟«

بگذریم ...، چند سالی‌است که در سال دوازدهم، امتحانات نهایی برگزار می‌شود و تاثیر نسبتاً زیادی بر قبولی در دانشگاه دارد.

به‌همین‌خاطر کتاب گسستۀ »تمام« را نوشته‌ایم تا به شما کمک کند که مطالب و مفاهیم کتاب درسی را بهتر و راحت‌تر درک کنید.

در این کتاب علاوه بر بیان واضح و کامل همۀ مفاهیم کتاب درس��ی و حل مس��ائل و تمارین کتاب درسی،  سؤالات امتحانات نهایی 

برگزارش��ده و تمارین متنوع و مش��ابه آن امتحانات نیز آورده ش��ده و فکر می‌کنیم تمام نیازهای دانش‌آموزان را، برای یادگیری و 

تسلط بر درس ریاضیات گسسته و همچنین کسب نمرۀ کامل درامتحانات، برآورده می‌کند.

پیشگفتار



این کتاب شامل موارد زیر است:

در سنامه  

امتحان نهایی در درس ریاضیات گسسته معمولاً شامل دو بخش است، یک بخش با سؤال‌های جای خالی، درست و نادرست و … 
و بخش دیگر مسئله‌های محاسباتی و گاهی اثباتی.

الف( �برای بخش نخست، در درس‌نامه تمام قسمت‌های حفظی و مهمِ متن کتاب درسی را آورده‌ایم.
ب( برای بخش مسئله‌ها، در درس‌نامه مثال‌های متعددی آورده‌ایم تا با تیپ‌های مختلف مسئله‌ها و روش‌های حل آن‌ها آشنا شوید.

تمری نهای تشریحی

در هر درس، بعد از درس‌نامۀ کامل، تعدادی تمرین تش��ریحی قرار داده‌ایم تا با حل آن‌ها قدرت حل مس��ئله و آزمون دادن ش��ما 
بالا برود. این تمرین‌ها ش��امل تیپ‌های مختلف س��ؤال‌هایی هستند که در امتحانات مطرح می‌شوند تا هم شما و هم همکار عزیز ما، 

یعنی معلم‌تان خیالتان راحت باشد که این نمونه سؤال‌ها را یاد گرفته‌اید.

پاس خهای تشریحی

حل تمام مسائل و تمرین‌ها به طور کاملًا تشریحی در این قسمت آورده شده است.

گام نهایی

یک کتاب مستقل شامل:
الف( خلاصه هر فصل شامل تمام تعریف‌ها و مفاهیم مهم

ب( آزمون‌هایی شامل مسائل و پرسش‌های امتحان‌های نهایی و مشابه آن‌ها با بارم‌بندی
پ( پاسخ‌نامۀ کاملًا تشریحی شامل هر چیزی که باید در برگۀ امتحان بنویسید، بارم‌بندی شده و دارای توضیحات کامل، برای آموزش 

شما از نحوۀ نوشتن راه‌حل برای گرفتن نمرۀ کامل

در آخر باید بگیم این کتاب 
»تمام آن چیزی استک ه شما برای 20 گرفتن لازم دارید« 

از انتشارات خوشنامِ الگو، به‌خصوص از خانم مختار، به‌خاطر پیگیری‌های مفیدشان، سپاس‌گزاریم.
از خانم گودرزی، به‌خاطر دقت کم‌نظیر در ویراستاری کتاب و خستگی‌ناپذیری‌شان بسیار بسیار متشکریم و قدردان زحمات‌شان هستیم.

محمد شاه‌محمدی - عبدالمجید عزیزی
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بخش‌پذیری در اعداد صحیح
درس دوم

در این درس ابتدا مفهوم بخش‌پذیری در مجموعۀ اعداد صحیح و سپس مفاهیم آشنای »بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک« و »کوچک‌ترین مضرب مشترک« را 
)بیشتر به صورت پارامتری(، بررسی می‌کنیم. همچنین قضیۀ تقسیم را مرور کرده و به کمک آن مجموعۀ اعداد صحیح را به شکل‌های مختلف افراز می‌کنیم.

بخش‌پذیری در اعداد صحیح

می‌دانیم که 6 بر 2 بخش‌پذیر اس�ت. می‌توانیم این بخش‌پذیری را این طور بیان کنیم که »2، 6 را می‌ش�مارد.« و معنای آن این اس�ت که 2، در س�ه گام، 
. = ×6 2 3 = یا  + +6 2 2 2 6 را طی می‌کند: 

. در  b aq= . می‌گوییم a ش�مارندۀ b اس�ت، به‌شرطی که عددی صحیح مانند q وجود داشته باشد که  a فرض کنید a و b دو عدد صحیح باش�ند و 0≠
a و می‌خوانیم b ،a را می‌شمارد یا b ،a را عاد می‌کند یا a یک شمارندۀ b است.  b| این صورت می‌نویسیم 

، 6 را عاد می‌کند(. −2 ، 6 را می‌شمارد ) −2 2−| و می‌گوییم  6 2| و می‌گوییم 2، 6 را می‌شمارد )2، 6 را عاد می‌کند(. همین‌طور  6  

a و می‌خوانیم b ،a را نمی‌شمارد یا b ،a را عاد نمی‌کند.  b|/ اگر b بر a بخش‌پذیر نباشد، می‌نویسیم 

. |/2 . همچنین 1 بر 2 بخش‌پذیر نیست، پس 1 |/4 6  6 بر 4 بخش‌پذیر نیست، پس 

 a b b aq      a       a b q| , , , ,⇔ = ≠ ∈0  می‌توان رابطۀ شمردن را این طور تعریف کرد:�

. a a a|= × ⇒1 1  عدد 1 هر عدد صحیح دلخواهی مانند a را می‌شمارد، زیرا 
. a a a( )( ) |= − − ⇒ −1 1 1− هر عدد صحیح دلخواهی مانند a را می‌شمارد، زیرا   عدد 

 . |0 0  قرارداد: عدد صفر، صفر را می‌شمارد: 
. a a |= × ⇒0 0 0  هر عدد صحیح دلخواه غیرصفر، مانند a، صفر را می‌شمارد؛ زیرا 

 a a a a ,     a a a a| ( ) |= × ⇒ − = − ⇒ −1 1  هر عدد صحیح دلخواه، خودش و قرینۀ خودش را می‌شمارد، زیرا: 

با توجه به تعریف عاد کردن، جاهای خالی را پر کنید.

| (پ ( )− ⇔ = × −6 54 6 ب) |= × ⇔91 7 13 الف) | ⇔ = ×7 63 63  

a (ج a  a  IÄ| ⇔ = =1  ث) |= × ⇔0 18 18 ت) |− ⇔ = ×5 35 5 

| ,  (چ |= × ⇒26 2 13 2 13   

 

| )پ ( ) ( )− ⇔ = − × −6 54 54 9 =| )ب6 × ⇔91 7 13 7 | )الف91 ⇔ = ×7 63 63 7 9

a )ج a   a  IÄ| ⇔ = = −1 1 =| )ث1 × ⇔0 18 0 18 | )ت0 ( )− ⇔ − = × −5 35 35 5 7

| ,  )چ |= × ⇒26 2 13 2 26 13 26

مفهوم عاد کردن یا شمردن 

کار در کلاس صفحۀ )10( کتاب درسی 1 
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5| و سپس ثابت کنید: 93 3 با استفاده از تعریف عاد کردن و قوانین ضرب و تقسیم اعداد توان‌دار با پایه‌های برابر، ابتدا نشان دهید که 
m nm n m n a a, , |∀ ∈ ≤ ⇒ �

 b  a  q, , |= = == × →
9 5 43 3 39 4 5 5 93 3 3 3 3 . توجه کنید که� a b| b آن‌گاه  aq= . می‌دانیم اگر  |5 93 3 ابتدا نشان می‌دهیم 

m nm n m n a a, , |∀ ∈ ≤ ⇒ اکنون ثابت می‌کنیم: 
. بنابراین: n m r= + m آن‌گاه می‌توان n را به صورت مجموعِ m و عدد نامنفی r نوشت:  n≤ اگر 

  
ra qn m r n m r n m m na a a a a a a q a a|=+= ⇒ = × → = ⇒ �

ویژگی‌های رابطۀ عاد کردن )رابطۀ شمردن(

 m       a b a mb, | |∈ ⇒ اگر عدد a عدد b را بشمارد، آن‌گاه هر مضرب صحیح عدد b را نیز می‌شمارد. یعنی: 
ma b b aq mb a mq a mb| ( ) |×⇒ = → = ⇒ اثبات:� 

  . = ×1015 29 35 ، چون  |7 1015 7| نتیجه می‌شود  35 . همچنین از  | ×6 5 12 6| نتیجه می‌شود  12 از 

.) n∈ na )که  b| ، آن‌گاه  a b| اگر 

. n na b b a b| |− × ⇒1 ، به دست می‌آید  nm b −= ، اگر فرض کنیم 1 a b a mb| |⇒ اثبات: طبق ویژگی )1(، داریم 

a و ... . b| 3  ، a b| 2 a آن‌گاه  b| اگر 

36= و .... 216 26= و  36 3| و ... .چون  216  ، |3 36 3| نتیجه می‌شود  6 از 

 . a c| a یا  b| a آن‌گاه نمی‌توان گفت لزوماً  bc| اگر 

.    | , |5 25 5 5 | و  = ×5 125 25 5 . اما  | , |/4 2 4 8 | و  = ×4 16 8 2 . همچنین   ,   | |/ /12 4 12 6 | و  = ×12 24 4 6 توجه کنید که 

. ka kb| ، آن‌گاه  a b| . اگر  k∈ فرض کنید 

 ka b b aq kb ka q ka kb| ( ) |×⇒ = → = ⇒ اثبات:� 

 . = ×605 5 = و 121 ×55 5 55| چون 11 605 11121| نتیجه می‌شود  . همچنین از  |70 700 ×| یا همان  ×7 10 7 100 10| نتیجه می‌شود  100 از 

a b| ka آن‌گاه:  kb| k اگر  { }∈ − 0 فرض کنید 

  k
k

ka kb kb kaq b aq a b| |÷
≠

⇒ = → = ⇒
0

اثبات:� 

. دو طرف را بر 2 تقسیم کردیم.  |48 96 96| می‌توان نتیجه گرفت  25| )دو طرف را بر 3 تقسیم کرده‌ایم(. همچنین از 192 75| نتیجه می‌شود که 100 از 300

 . a b| | | ||  ، a b| ||  ، a b| ||  ، a b|± ± a آن‌گاه  b| اگر 

کار در کلاس صفحۀ )10( کتاب درسی 2 

ویژگی 1 رابطۀ عاد کردن
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 a b b c a c| | |∧ ⇒  اگر عدد a عدد b را بشمارد و عدد b نیز عدد c را بشمارد آن‌گاه عدد a عدد c را می‌شمارد: 

q q q

a b b aq     

b c c bq c aq q c aq a c( )

| ( )

| |
=

⇒ =


⇒ = → = → = ⇒
1 2

1
1

2 1 2

1
اثبات: �

 . |4 132 ) نتیجه می‌گیریم  ), |= ×132 12 11 12 132 4| و  12 . همچنین از  |5 100 ، می‌توان نتیجه گرفت که  |25 100 5| و  25 از 

 na b a b| |⇒  :n برای هر عدد طبیعی 

n na b b b a b| , | |⇒ اثبات: از خاصیت تعدی رابطۀ عاد کردن استفاده می‌کنیم:�

a b a c a b c| | |∧ ⇒ ± هرگاه عددی دو عدد را بشمارد آن‌گاه مجموع و تفاضل آن دو عدد را نیز می‌شمارد: 

q q qa b b aq
b c aq aq a q q b c aq a b c

a c c aq
|

( ) |
|

± =±⇒ = → ± = ± = ± → ± = ⇒ ± ⇒ =
1 21

1 2 1 2
2

اثبات: �

a b
 a b

a b
| | |

| , | | , |
| | |

+ ⇒ +  ⇒ ⇒ − ⇒ − −  

4 12 16 4 28 7 14 42
4 12 4 16 7 14 7 424 12 16 4 4 7 14 42 با توجه به ویژگی )3( رابطۀ عاد کردن داریم:�

 . a c| a یا  b| a آن‌گاه لزوماً نمی‌توان گفت  b c| ± اگر 

     | , |/ /8 7 8 15 | اما  = −8 8 15 7 ب(  	  ,  | |/ /12 31 12 17 | اما  = +12 48 17 31 الف( 

  . a c| ، آن‌گاه  a b| a و  b c| ± اگر 
اثبات:

q q q

a b c b c aq
aq c aq c aq aq c a q q

a b b aq

c a q q c aq a c( )

|
( )

|

[ ( )] |
± − =

± ⇒ ± = ⇒ ± = ⇒ ± = − ⇒ ± = − ⇒ =

= ± − → = ⇒1 2

1
2 1 1 2 1 2

2

1 2
�

.) a b| ، آن‌گاه  a c| a و  b c| ± )دقت کنید که اگر 

  . c|±14 ، پس  |14 28 ، نتیجه می‌گیریم که c عددی است که حتماً بر 14 بخش‌پذیر است، زیرا  c| ±14 28 از 

. a   b| | | |≤ ، در این صورت  b ≠0 a و  b|  اگر 
aqb اثبات:�  

b aq

a b b aq q q q

a  |q |  a aq   a b   |a |

| |
| { } | |

| | | | | | | | | |

×∈≠

=

⇒ = → ≠ → ∈ − ⇒ ≥ →

≥ ⇒ ≥ → ≥

0 0 0 1



�

. a b= ± b آن‌گاه  a| a و  b|  اگر 

 
 

 

a b a   | b |
a  = |b | a b

b a b   a

·jo¨ jIø ¾â õMHn Â¬sÄ»

·jo¨ jIø â¾õMHn Â¬sÄ»

| | |
| |

| | | | |

 → ≤ ⇒ ⇒ = ±
 → ≤

4

4  اثبات:  �

ویژگی 2 رابطۀ عاد کردن )خاصیت تعدی برای رابطۀ عاد کردن(  

ویژگی 3 رابطۀ عاد کردن  

ویژگی 4 رابطۀ عاد کردن: 
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. a = m+6 بر a بخش‌پذیر باشند ثابت کنید ±1 5 m+7 و  6 a عددی صحیح و دو عدد  ≠0 اگر 

وقتی عددی بر a بخش‌پذیر است، یعنی a آن عدد را می‌شمارد:

 

  

  

a m a m a m

a m a m a m

·jo¨ jIø ¾õMHn Â¬sÄ»

·jo¨ jIø ¾õMHn Â¬sÄ»

| | ( ) |

| | ( ) |

+ → + ⇒ +

+ → + ⇒ +

1

1
7 6 6 7 6 42 36

6 5 7 6 5 42 35 �
a m m a|( ) ( ) |+ − + ⇒42 36 42 35 1 توجه کنید که بنا بر ویژگی 3 رابطۀ عاد کردن می‌توان سمت راست دو رابطۀ بالا را از هم کم کرد.�

. a = a یا 1− = 1− بخش‌پذیر است؛ بنابراین 1+ 1− باشد؛ زیرا عدد 1 فقط بر 1 یا  وقتی عددی 1 را می‌شمارد آن عدد فقط می‌تواند 1 یا 

. n na b| a نشان دهید که  b| اگر 

  
nn q qn n n n n n na b b aq b a q b a q a b·H¼U| |′= ′⇒ = → = → = ⇒ �

. ac bd| c نشان دهید که  d| a و  b| اگر 

q q qa b b aq
bd acq q bd ac q ac bd

c d d cq
Hn IÀïÁ»IvU ýoö »j

´Ã¹¨ïÂ¶ Joò ´À nj

|
( ) |

|
=⇒ = → = → = ⇒ ⇒ =

1 21
1 2

2
� 

 . a mb nc| ± a نشان دهید که  c| a و  b| اگر 

 
 

 

a b a mb
a mb nc

a c a nc

·jo¨ jIø â¾õMHn Â¬sÄ»

·jo¨ jIø ¾â õMHn Â¬sÄ»

·jo¨ jIø â¾õMHn Â¬sÄ»

| |
|

| |

 → → ±
 →

1
3

1 �

عدد اول عددی طبیعی و بزرگ‌تر از 1 است که به جز خودش و 1، هیچ شمارندۀ مثبتی ندارد.

P نامتناهی است، عدد اول را معمولًا با p نمایش می‌دهیم.  { , , , , , ...}= 2 3 5 7 11   مجموعۀ اعداد اول، 
 a p a   a pIÄ| ⇒ = =1  اگر p عددی اول و a عددی طبیعی باشد: 

 a p a   a = pIÄ| ⇒ = ± ±1  اگر p عددی اول و a عددی صحیح باشد: 

 . a =5 a یا  =1 k را عاد کند، ثابت کنید  +7 6 k و  +9 7 اگر عددِ طبیعی a، دو عدد 

 a k a k a k
a k k a a   a =

a k a k a k
â¾õMHn (3) Â¬sÄ» Ájkø

·jo¨ jIø .SwH Ï»H

IÄ

| | ( ) |
| ( ) |

| | ( ) |

+ ⇒ + ⇒ + → + − + ⇒ → = + ⇒ + ⇒ +

59 7 7 9 7 63 49
63 54 63 49 5 1 57 6 9 7 6 63 54 �

دی 97 -ش هیرور 1400 a ثابت کنید a عددی اول است. � k| +5 3 a و  k| +9 4  ، a >1 اگر 

a k a k a k
a k k a

a k a k a k
â¾õMHn (3) Â¬sÄ»

·jo¨ jIø

| | ( ) |
| ( ) |

| | ( ) |

+ ⇒ + ⇒ + → + − + ⇒ + ⇒ + ⇒ +

5 3 9 5 3 45 27
45 27 45 20 79 4 5 9 4 45 20 � 

a   a
a  aSwH Ï»H Ájkø

SwH Ï»H Ájkø.
> ⇒ ≠

→ = ⇒7
1 1

7 �

کار در کلاس صفحۀ )11( کتاب درسی 3 

کار در کلاس صفحۀ )11( کتاب درسی 4 

کار در کلاس صفحۀ )11( کتاب درسی 5 

کار در کلاس صفحۀ )11( کتاب درسی 6 

عدد اول 

7 

8 
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a بر 8 بخش‌پذیر است. b+ −2 2 2 ، آن‌گاه  b a| +2 ثابت کنید اگر a عددی صحیح و فرد باشد و 

 a a k a k a k.SwH joÎ Ájkø ( )⇒ = + ⇒ + = + + ⇒ + = + +2 1 2 2 1 2 2 2 1 1 �
k   m a m  a.SwH joÎ Ájkø

+ =→ + = + ⇒ +1 2 2 1 2 �
، پس bq مساوی عددی فرد است، بنابراین b و q نمی‌توانند زوج باشند و فرد هستند. a bq+ =2 ، یعنی  b a| +2 از طرفی 

  

b k

t
a k

t

 b b k k k k k k k t

 a a k k k k k k k t

a b t t a b

.SwH joÎ Ájkø

.SwH joÎ Ájkø

( ) ( ) ( ( ))

( ) ( ) ( ( ))

′= +

′
= +

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′→ = + = + + = + + = + + = +
⇒

→ = + = + + = + + = + + = + 


′+ = + + ⇒ + − =

2 1 2 2 2 2

2
2 1 2 2 2 2

2
2 2 2 2

2 1 4 4 1 4 1 4 1 1 8 1

2 1 4 4 1 4 1 4 1 1 8 1

8 8 2 2 8





t t kt t a b k a b( ) |′+ =′+ → + − = ⇒ + −2 2 2 22 8 8 2

�

. k n k k n, ( ): | !≤ ∈ n است:  ! n برابر است با حاصل‌ضرب اعداد طبیعی 1 تا n ؛ پس هر عدد طبیعی کوچک‌تر از یا مساوی با n شمارندۀ  !

                    ! , ! , ..., ! , !+ + + +100 2 100 3 100 99 100 100 نشان دهید هیچ یک از 99 عدد متوالی مقابل اول نیست.�

توجه کنید که
        ...    

| ! | ! | !
| ! , | ! , , | !

| | |

    ⇒ + ⇒ + ⇒ +  
    

2 100 3 100 100 100
2 100 2 3 100 3 100 100 1002 2 3 3 100 100 �

در نتیجه هر یک از عددهای مورد نظر مقسوم‌علیه بزرگتر از 1 به جز خودش دارد، پس عددی اول نیست.

n n n[( )! ( )! ]+ + + + +1 2 1 1 در حالت کلی می‌توانیم بازه‌ای شامل n عدد طبیعی متوالی غیراول معرفی کنیم و این بازه عبارت است از 

بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک

. a b| هر مقسوم‌علیه عددی مانند b، عددی است مانند a که 

 . |49 196 = و  ×196 4 49 . همچنین 49 مقسوم‌علیه 196 است، چون  |12 36 = و  ×36 3 12 12 مقسوم‌علیه 36 است؛ زیرا 

دو عدد صحیح ممکن است یک یا چند مقسوم‌علیه مشترک داشته باشند.

: , , , , , , , ,± ± ± ± ± ± ± ± ±36 1 2 3 4 6 9 12 18 36 دو عدد 36 و 24 را در نظر بگیرید. مقسوم‌علیه‌های این دو عدد را می‌نویسیم:�
: , , , , , , ,± ± ± ± ± ± ± ±24 1 2 3 4 6 8 12 24 �

12+ است. , هستند و بزرگ‌ترین آنها  , , , ,± ± ± ± ± ±1 2 3 4 6 12 همان طور که می‌بینید این دو عدد، دارای مقسوم‌علیه‌های مشترک 

، هرگاه a b d( , )= عدد طبیعیِ d را ب.م.م. دو عدد صحیح a و b )که هر دو با هم صفر نیستند( می‌نامیم و می‌نویسیم 
d )الف a d b| , | m )ب� m a   m b m d: | , |∀ > ⇒ ≤0 	

                         ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )= = = − = =24 36 12 8 16 8 0 6 6 4 6 2 4 9 1 به نمونه‌های مقابل توجه کنید.	

، می‌گوییم a و b نسبت به هم اول هستند. a b( ,  اگر 1=( )تعریف نمی‌شود.	 , )0 0  

9 

10 

مقسوم‌علیه یک عدد 

بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک 
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). در حقیقت 55 و 21 عامل مش�ترک  , )=55 21 ). همچنین 21 و 55 نس�بت به هم اول‌اند. چون 1 , )=17 12 17 و 12 نس�بت به هم اول‌اند، چون 1
بزرگ‌تر از 1 ندارند. 

 a b b a a b b a b a( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )= = − = − = − −  توجه کنید که علامت و ترتیب قرار گرفتن دو عدد در مقدار ب.م.م. تأثیری ندارد، یعنی�

مشاهده می‌کنید که علامت و ترتیب قرار گرفتن دو عدد 24 و 36 در مقدار ب.م.م. آن‌ها اثری ندارد.
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )= = − − = − = − =24 36 36 24 36 24 24 36 24 36 12 �

. a b a b  |a || ( , )⇒ = با توجه به تعریف ب.م.م. ثابت کنید 

|a از بقیۀ مقسوم‌علیه‌های مثبت a و b بزرگ‌تر یا مساوی است. یعنی a ، ثانیاً باید ثابت کنیم | b| || a و  a| || اولًا باید ثابت کنیم 

m a  m b m  a| , | | |⇒ ≤ �	
، پس داریم: �  a b| || a آن‌گاه  b| . از طرف دیگر اگر  a b| اولًا: هر عدد خودش را عاد می‌کند. همچنین طبق فرض داریم 
 a a a a a b a bÆoÎ| | | , : | | || |⇒ ⇒ �

|a کوچک‌تر  |m از | | m آن‌گاه،  a| ، همچنین می‌دانیم اگر  m b| m و  a| ثانیاً: فرض کنید m یک مقس�وم‌علیه مثبت a و b باش�د، در این صورت 

 a mm a m a m  a| | | | | | |≠ >→ ≤ → ≤0 0 . پس داریم � a( )≠0 یا مساوی با آن است 
a a , a b m m a  m b m dþ²H) J)| | | | , : | , || | ∀ > ⇒ ≤0 پس هر دو بخش تعریفِ ب.م.م. در این‌جا برقرارند:�

|a است. ، ب.م.م. دو عدد a و b برابر | a b| بنابراین با شرط 

. p a( , ، ثابت کنید 1=( p a|/ a∈ و  اگر p عددی اول باشد، 

. چون ب.م.م. p و a برابر d است، پس p و a بر d بخش‌پذیرند. از طرف دیگر چون p اول است جز خودش و 1 بر  p a d( , )= فرض می‌کنیم 

    
 pd p  d   d pp a d

d a

Ï»H

IÄ|
( , )

|

 → = == ⇒ 


1 . آنچه گفتیم معادل است با � d p= d یا  عدد دیگری بخش‌پذیر نیست. پس 1=

. توجه کنید که معادل ریاضی این جمله به صورت زیر است:  d p که مخالف فرض سؤال است، پس باید 1= a| ، پس یعنی  d a| d چون  p= اما اگر 

 d ad p p a   p a  ( SwH ÆoÎþ²Ih¶ ·¼a SwH SwnjIº)
| | . |= → / �

 . d p a( , )= ⇒ =1 بنابراین: 1

حکم این مسئله در حالت کلی )که p عددی اول نباشد( لزوماً درست نیست. 

). یعنی حکم مسئله قبل اگر p اول نباشد لزوماً درست نیست.  , ) , |≠ /4 6 1 4 6 a داریم:  =6 p و  =4 اگر 

کوچک‌ترین مضرب مشترک دو عدد

.) m∈ a±3 و ... . در حالت کلی ma مضربِ a است )  ، a±2  ، a± مضارب یک عدد صحیح مانند a عبارتند از 0، 

12± و ... .      ، ±8  ، ±4 مضارب غیرصفرِ 4 عبارت هستند  از 

کار در کلاس صفحۀ )13( کتاب درسی 11 

کار در کلاس صفحۀ )14( کتاب درسی 12 

مضارب یک عدد صحیح 
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: , , , , , , , , , ...4 4 8 12 16 20 24 28 32 36 دو عدد 6 و 4 را در نظر بگیرید. بعضی از مضاربِ مثبت این دو عدد را می‌نویسیم:�
: , , , , , , , ...6 6 12 18 24 30 36 42 �
همان‌طور که می‌بینید بعضی از مضارب این دو عدد، مشترک‌اند، مانند 12، 24، 36 و ... . همچنین کوچک‌ترین مضرب مشترک آن‌ها 12 است.

، هرگاه:  a b c[ , ]= عدد طبیعی c را ک.م.م. دو عدد صحیح و ناصفر a و b می‌نامیم و می‌نویسیم 
a )الف c  b c| , | m )ب  	   a m  b m c m, | , |∀ > ⇒ ≤0 	

[ , ] , [ , ] , [ , ] , [ , ] , [ , ]− = = = − = =4 16 16 3 4 12 1 8 8 4 6 12 4 6 12 به نمونه‌های مقابل توجه کنید. �

]a تعریف نمی‌شود.  , ]0  �
a b b a a b a b a b b a[ , ] [ , ] [ , ] [ , ] [ , ] [ , ]= = − − = − = − = − −  علامت و ترتیب قرار گرفتن a و b در مقدار ک.م.م. تأثیری ندارد، یعنی �

[ , ] [ , ] [ , ] [ , ] ...= = − = − − = =8 12 12 8 8 12 8 12 24 توجه کنید که علامت و ترتیب قرار گرفتن دو عدد 8 و 12 اثری در مقدار ک.م.م. این دو عدد ندارد.�

 . a b a b  b| [ , ] | |⇒ = با توجه به تعریف ک.م.م. ثابت کنید 

|b از بقیۀ مضارب مثبتِ a و b، کوچک تر  | b و ثانیاً باید ثابت کنیم  b| || a و  b| || |b را می‌ش�مارند؛ یعنی  | اولًا باید ثابت کنیم a و b، هر دو 
 m   a m  b m b  m, | , | | |∀ > ⇒ ≤0 یا مساوی است، یعنی: 

، پس داریم:  �  a b|| | a آن‌گاه  b| ، از طرف دیگر می‌دانیم اگر  a b| اولا: هر عدد خودش را عاد می‌کند و طبق فرض داریم 
 b b b b a b a bÆoÎ| | |, : | | || |⇒ ⇒ �

 m| | |b از  | ، آن‌گاه  b m| . همچنین می‌دانیم اگر  b m| a و  m| ثانیاً: فرض می‌کنیم m یک مضربِ مش�ترک مثبتِ a و b باش�د، در این صورت 

   mmb m b m b  mSwH SLX¶| | | | | | |≠→ ≤ → ≤0 �. m( )≠0 کوچک‌تر یا مساوی با آن است 
. b  m| |≤ . ثانیاً از هر مضرب مثبت دیگری از a و b، کوچک‌تر یا مساوی است، یعنی  b b| || a و  b| || |b مضرب a و b است یعنی  | پس اولًا 

|b است. | ، آن‌گاه ک.م.م. a و b برابر  a b| نتیجه می‌گیریم اگر 

ka kb k a b  ,     ka kb k a b[ , ] | |[ , ] ( , ) | |( , )= = ، آن‌گاه:� k ≠0  اگر a و b عدد صحیح و 

 [ , ] [ , ]− = − = × =12 8 4 3 2 4 6 24    ب(    ( , ) ( , )− = − = × =12 8 4 3 2 4 1 4 الف( 

. a b  ab[ , ] | |= ، آن‌گاه  a b(( , ) )=1 . در حالت خاص اگر a و b نسبت به هم اول باشند a b a b  ab[ , ]( , ) | |=  توجه کنید که 

.[ , ]= × =2 3 2 3 6 b=3 نسبت به هم‌ اول‌اند و  a و  =2 دو عدد 

 . a b[ , ]
( , )
× ×= = =6 15 6 15 30
6 15 3

، در نتیجه  a b( , ) ( , ) ( , )= = × × =6 15 2 3 3 5 3 ، داریم  b=15 a و  =6 برای دو عدد 

یادآوری: برای محاس�بۀ ب.م.م. دو عدد صحیح a و b، قدر مطلق آن‌ها را به عوامل اول تجزیه می‌کنیم و ب.م.م. برابر می‌ش�ود با حاصل‌ضرب عوامل 
مشترک با توان کمتر.

( , ) ? ( , )
 = ×= ⇒ ⇒ = × =

= ×

3
2 1

2 2
24 2 3

24 36 24 36 2 3 12
36 2 3

�

کوچک‌ترین مضرب مشترک 

کار در کلاس صفحۀ )13( کتاب درسی 13 
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یادآوری: برای محاسبۀ ک.م.م. دو عدد صحیح a و b، قدر مطلق آن‌ها را به عوامل اول تجزیه می‌کنیم. در این صورت ک.م.م برابر می‌شود با حاصل‌ضرب 
عوامل غیرمشترک در عوامل مشترک با توان بیشتر.

 [ , ] ? [ , ]
 = × ×− = ⇒ ⇒ − = × × =

= ×

3
3 2

2 2
120 2 3 5

120 36 120 36 5 2 3 360
36 2 3

�

دی 98 a را به‌دست آورید.� a[ , ]2 321 35 فرض کنید a عددی طبیعی باشد، حاصل‌ 

a a a a a a a[ , ] [ , ] [ , ] ( )= × × =2 3 2 2 221 35 3 7 5 7 7 3 5 1 ابتدا توجه کنید که�
� : a b  b[ , ] | |= ، آن‌گاه  a b| اکنون دو حالت در نظر می‌گیریم. توجه کنید که اگر 

aa   a a a a a a a aÏ»H S²Ie
( )| | [ , ] [ ,: ]>⇒ → = → = × =10 2 3 2 33 3 5 3 5 5 21 35 7 5 35 �

aa a   a a a a a a a a³»j S²Ie
( )| ( , ) [ ] ]: , [ ,>⇒ = → = × = → = × =/
10 2 3 2 33 3 5 1 3 5 3 5 15 21 35 7 15 105 �

. a b  ab[ , ] | |= ، آن‌گاه  a b( , . همچنین می‌دانیم اگر 1=( a( , )=3 5 a5 عامل مشترک بزرگ‌تر از 1 ندارند، پس 1 ، 3 و  a|/3 توجه کنید که در حالتی که 

دی 99 a را به‌دست آورید.� a( , )+ +5 4 2 3 اگر a عددی طبیعی باشد، حاصل 

فرض می‌کنیم حاصل‌ این ب.م.م برابر d باشد:
d a d a d a

a a d
d a d a d a

d a a d d   d

â¾õMHn (1) Â¬sÄ»

·jo¨ jIø

¾õMHn »j SwHn Sµw

(3Â¬sÄ») ´Ã¹¨ïÂ¶ ´¨ ´À pH Hn

IÄ

| | ( ) |
( , )

| | ( ) |

| |

+ + +    + + = ⇒ → ⇒  + + +    

→ + − − ⇒ ⇒ = =

5 4 2 5 4 10 8
5 4 2 3 2 3 5 2 3 10 15

10 15 10 8 7 1 7
�

n را به‌دست آورید. m n m( , )2 3 3 4 m و n اعدادی صحیح و غیرصفر هستند. حاصل 

n m n m n m  n m  n m| ( , ) | |⇒ =2 3 3 4 2 3 3 4 2 3 ، پس � a b  a( , ) | |= a آن‌گاه  b| می‌دانیم اگر 

قضیۀ تقسیم و کاربردها
یادآوری: در سال‌های گذشته با عملیات تقسیم آشنا شده‌اید، مثلًا

    
  
                   

  

³¼v£¶ ¾Ã±øï³¼v£¶ Sµv¤ ZnIi ½kºI¶ïÂ¤IM, , ,⇒ = = = =

72 5
5 14
22 72 5 14 2
20
2

�

باقی‌مانده باید کوچک‌تر از مقسوم‌علیه و بزرگ‌تر‌ از یا مساوی صفر باشد.
همچنین می‌گفتند برای امتحان کردن عملیات تقس�یم، خارج قس�مت را در مقسوم‌علیه ضرب کرده، حاصل را با باقی‌مانده جمع کنید، اگر عدد به دست 
 × + = ⇒5 14 2 72 عملیات درست است.  آمده برابر مقسوم شد، عملیات درست انجام شده است. در مثال قبل این کار را انجام می‌دهیم.�
 a  b  
    q 
 r
 همین عملیات را پارامتری می‌نویسیم:�

. r b≤ <0 a است و باید  bq r= + a را مقسوم، b را مقسوم‌علیه، q را خارج‌قسمت و r را باقی‌مانده می‌نامیم و امتحان عملیات، بررسی تساوی 

. r b≤ <0 a و  bq r= + اگر a عددی صحیح و b عددی طبیعی باشد، در این صورت، اعدادی صحیح و منحصر به فرد مانند q و r یافت می‌شوند به قسمی که 

14 

15 

16 

قضیۀ تقسیم
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= × +18 7 2 4  در تقسیم 18 بر 7 داریم:  	 = × +27 4 6 3  در تقسیم 27 بر 4 داریم: 
3− و باقی‌مانده  ، یعنی خارج قسمت برابر  ( )− = × − +18 7 3 18− بر 7 داریم )دقت کنید که باقی‌مانده باید بزرگ‌تر از یا مساوی صفر باشد( 3  در تقسیم 

برابر 3 است.
) که به  )− = × − − + −18 7 2 7 7 4 ) و چون باقی‌مانده نباید منفی باشد، می‌نویسیم:  )− = × − −18 7 2 4 = داریم  × +18 7 2 4 توجه کنید که چون 

) قابل نوشتن است. )− = × − +18 7 3 3 صورت 

نماد جزء صحیح است.(   [ ]( aq
b
[ ]= ، می‌توان گفت  a bq r= + در قضیۀ تقسیم که 

) که باقی‌مانده برابر 3 است.  )− = − +18 7 3 3 q و  [ ]−= = −18 3
7

، بنابراین  b =7 a و  = −18 18− را بر 7 تقسیم کردیم،  در مثال قبل که 

دی 99ش و هیرور 99 m بر 17 را به‌دست آورید.� n−2 5 اگر باقی‌ماندۀ تقسیم اعداد m و n بر 17 به‌ترتیب برابر 5 و 3 باشد، در این صورت باقی‌ماندۀ تقسیم عدد 

mقضیۀ تقسیم را برای تقسیم m و n بر 17 می‌نویسیم: q m q

n q n q
Hn IÀïÁ»IvU ýoö »j

´Ã¹¨ïÂ¶ ´¨ ´À pH

×

×

 = + → = × + →
= + → = × +

2
1 1

5
2 2

17 5 2 2 17 10
17 3 5 5 17 15 �

q q  qm n q q m n q q m n q( ) ( )
− =− = × + − × − ⇒ − = − − → − = −1 2 32 5

1 2 1 2 32 5 2 17 10 5 17 15 2 5 17 2 5 5 2 5 17 5 �

5− است، چون باقی‌مانده باید نامنفی باشد. برای آنکه باقی‌مانده نامنفی شود به این ترتیب عمل می‌کنیم: ولی اینجا نمی‌توانیم بگوییم باقی‌مانده 
q )این کار برای هر عدد صحیح درست است،  q= +3 عددی صحیح است و می‌توان آن را به صورت مجموع عددی دیگر به‌علاوۀ 1 نوشت؛ یعنی 1 q3

  m n q m n q( ) ( )− = + − ⇒ − = +2 5 17 17 5 2 5 17 12 (. پس�  − = − +2 3 1 = یا  +15 14 مثلًا 1
 . <12 17 بنابراین باقی‌مانده برابر 12 است. توجه کنید باقی‌مانده باید از مقسوم‌علیه کمتر باشد: 

 به کمک قضیۀ تقسیم اِفراز مجموعۀ 

؛ بنابراین هر عدد صحیح دلخواه  r =1 r یا  =0 ≥r پس  <0 2 a که  q r= +2 طبق قضیۀ تقسیم، در تقسیم هر عدد صحیح دلخواه، مانند a بر 2 داریم 
a نوش�ت. یعنی تمام اعداد صحیح به دو مجموعه تقس�یم شدند که این دو مجموعه، هیچ‌کدام تهی  q= +2 a یا 1 q=2 را می‌توان به یکی از دو صورت 
نیس�تند و همچنین هیچ اش�تراکی ندارند. همان‌طور که می‌دانید به این تقسیم‌بندیِ یک مجموعه، اِفراز می‌گویند. به عبارت دیگر مجموعۀ اعداد صحیح، 

به دو مجموعه اِفراز شده است.
A q 

A   q  

Rn¼Å ¾M Z»p jHkøH

Rn¼Å ¾M joÎ jHkøH

{..., , , , , , ...}:

{..., , , , , ...}:

= − −

= − − +
0

1

4 2 0 2 4 2
3 1 1 3 2 1 �

. A A= 0 1  A و  A =∅0 1 و واضح است که 
به همین‌ ترتیب در تقسیم هر عدد صحیح دلخواه بر 3، باقی‌مانده برابر 0 یا 1 یا 2 است. پس می‌توان گفت هر عدد صحیح دلخواه به یکی از صورت‌های 

q+3 است. پس این بار مجموعۀ اعداد صحیح به سه مجموعه افراز می‌شود: 2 q+3 یا  q3 یا 1

 
A  q

A  q

Rn¼Å ¾M jHkøH

Rn¼Å ¾M jHkøH

{..., , , , , , , , ...} :

{..., , , , , , , , ...} :

= − − −

= − − − +
0

1

9 6 3 0 3 6 9 3
8 5 2 1 4 7 10 3 1

�

  A   {..., , , , , , , , ...}= − − −2 7 4 1 2 5 8 11  : q+3 2 اعداد به صورت  �
. A A A= 0 1 2   که هیچ دوتایی از آن‌ها اشتراک ندارند و 

، ... و  mq+2  ، mq+1  ، mq در حالت کلی در تقس�یم بر m، مجموعۀ اعداد صحیح به m مجموعه افراز می‌ش�ود )مجموعۀ اعداد به صورت‌های 
( که هیچ دوتایی از آن‌ها اشتراک ندارند و اجتماع آن‌ها برابر مجموعۀ اعداد صحیح است. mq m( )+ −1

]mr می‌نویسیم که در اینجا r یکی  ] گاهی برای معرفی این مجموعه‌ها، از هر کدام یک نماینده )معمولًا باقی‌مانده( را انتخاب می‌کنیم و آن را به صورت 

   m m mm[ ] [ ] ... [ ]= −0 1 1    �:m است؛ پس می‌توان گفت در تقسیم بر m از باقی‌مانده‌های تقسیم بر

17 
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شهیرور 99 p نوشته می‌شود.� k= +6 5 p یا  k= +6 ، آن‌گاه این عدد اول، به یکی از صورت‌های 1 p >3 ثابت کنید اگر p عددی اول باشد و 
از صورت سؤال حدس می‌زنیم که بهتر است عدد صحیح دلخواهِ a را بر 6 تقسیم کنیم و می‌دانیم در تقسیم بر 6 اعداد صحیح به یکی از فُرم‌های 

k نوشته می‌شود. این 6 دسته را، از نظر اول بودن یا غیراول بودن بررسی می‌کنیم: +6 5 k و  +6 4  ، k +6 3  ، k +6 2  ، k +6 1 ، k6
k و غیر از 1 و خودش بر 2 و 3 بخش‌پذیر است. k= ×6 2 3 : عددی غیراول است، زیرا  k6

k برابر 7 است که عددی اول است. : می‌تواند اول باشد، مثلًا به‌ازای 1= k +6 1
، آن‌گاه  k =0 k ک�ه حاصل‌ضرب دو عدد نامس�اوی 1 اس�ت. توجه کنید ک�ه اگر  k( )+ = +6 2 2 3 1 k غی�راول اس�ت، چون  ≠0 : ب�ه‌ازای  k +6 2

 . p >3 ، که اول است، ولی در صورت سؤال گفته شده است  k + =6 2 2
 k + =6 3 3  ، k =0 k که حاصل‌ضرب دو عددِ نامساوی 1 است. توجه کنید که اگر  k( )+ = +6 3 3 2 1 k غیراول است، چون  ≠0 : به‌ازای  k +6 3

 . p >3 که اول است، ولی در صورت سؤال گفته شده است 
، که حاصل‌ضربِ دو عدد نامساوی 1 است. k k( )+ = +6 4 2 3 2 : عددی غیراول است، زیرا  k +6 4

، برابر 5 است که عددی اول است. k =0 : می‌تواند اول باشد، مثلًا به‌ازای  k +6 5
k می‌توانند اعداد اول بزرگتر از 3 را معرفی کنند. +6 5 k یا  +6 بنابراین تنها دو فرمِ 1

k لزوماً اول نیست.  +6 5 k یا  +6 k است. اما هر عدد به فرم 1 +6 5 k یا  +6 هر عدد اول بزرگ‌تر از 3 به یکی از فرم‌های 1

,= × + = × +11 6 1 5 19 6 3 1 k می‌نویسیم:� +6 5 k و  +6   اعداد اول 19 و 11 را به یکی از فرم‌های 1
,= × + = × +35 6 5 5 49 6 8 1 k نوشته می‌شوند ولی اول نیستند.� +6 5 k و  +6  دو عدد 49 و 35 به یکی از فرم‌های 1

k نوش��ته می‌ش��ود. س��پس نشان دهید که مربع هر عدد فرد به  +4 3 k یا  +4 ابتدا ثابت کنید که هر عدد صحیح و فرد، مانند a، به یکی از دو صورتِ 1
t نوشته می‌شود )باقی‌ماندۀ تقسیم مربع هر عدد فرد بر 8 مساوی با 1 است.( +8 1 شکل 

k است. هر کدام را از نظر زوج یا فرد بودن بررسی می‌کنیم:� +4 3 k یا  +4 2 k یا  +4 k4 یا 1 هر عدد صحیح دلخواه در تقسیم بر 4 به یکی از فرم‌های 
 

q q
k k q         k k q   Z»p Ájkø joÎ Ájkø( ) , ( )= = + = + = +4 2 2 2 4 1 2 2 1 2 1 �

 

q q
k k q        k k k q   Z»p Ájkø joÎ Ájkø( ) , ( )+ = + = + = + + = + + = +4 2 2 2 1 2 4 3 4 2 1 2 2 1 1 2 1 �

k عددهایی فرد هستند. حالا مربع این عددها را بررسی می‌کنیم: +4 3 k یا  +4 یعنی در بین همۀ اعداد صحیح، فقط اعداد به فُرم 1

t

k k k k k t( ) ( )+ = + + = + + = +2 2 24 1 16 8 1 8 2 1 8 1


�

 
t

k k k k k k k t( ) ( )+ = + + = + + + = + + + = +2 2 2 24 3 16 24 9 16 24 8 1 8 2 3 1 1 8 1


t است.� +8 1 پس مربع هر عدد فرد به شکل 

a را بر 16 بیابید. b+ +2 2 3 b در این صورت باقی‌ماندۀ تقسیم عدد  a| +2 اگر a عددی صحیح و فرد باشد و 

t

 a a k a k k  k k t.SwH joÎ Ájkø ( )⇒ = + ⇒ = + + = + + = +

1

2 2
1

2

2 1 4 4 1 4 1 1 8 1


�

 a
a k

b a a bq k bq.SwH joÎ Ájkø|
= +

+ ⇒ + = → + + =
2 1

2 2 2 1 2 از طرف دیگر توجه کنید که،�

 


n

k bq n bq  bq   b  b.SwH joÎ Ájkø k{IM Z»p kºH¼UïÂµº .SwH joÎ Ájkø( ) .+ + = ⇒ + = ⇒ ⇒ ⇒2 1 1 2 1  �

، پس b t= +2
28 1 چون b عددی فرد است، 



t

t q a b q
a b t t t t t

t q a b q
( )

 = ⇒ + + = ++ + = + + + + = + + = + ⇒ 
= + ⇒ + + = +

2 2
2 2

1 2 1 2 2 2
2 3 16 5

3 8 1 8 1 3 8 5 8 5
2 1 3 16 13

در نتیجه باقی‌مانده برابر 5 یا 13 است.�

18 

19 

20 



25

تمرین‌های تشریحی
درس دوم

جاهای خالی را با عدد یا عبارت مناسب پر کنید. •

127− بر 15، باقی‌مانده برابر ……… و خارج قسمت برابر ……… است.656 در تقسیم عدد 

باقی‌ماندۀ تقسیم مربع هر عدد فرد، بر 8 برابر ……… است. 666

n برابر ……… است. 676 بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک دو عدد n و 1+

686) a b|2  ، a b| ، آن‌گاه می‌توان نتیجه گرفت ……… . ) a b c| − a و  b c| + اگر 

حاصل‌ضرب 3 عدد صحیح متوالی همواره بر ……… بخش‌پذیر است.696

a آن‌گاه، a برابر ……… یا ……… است.707 |1 اگر 

خرداد 7171400 ، آن‌گاه عدد ……… شمارندۀ عدد ……… است.� a b| a و b اعدادی صحیح و a مخالف صفر است. اگر 

a|0 آن‌گاه a برابر ……… است.727 اگر 

a و p عدد اول باشد،‌در این صورت a برابر ……… یا ……… است.737 p| اگر a عددی طبیعی، 

، آن‌گاه ……… است.747 a b| | | |> a و  b| اگر 

، آن‌گاه ……… یا ………. 757 p ab| اگر p عددی اول و a و b دو عدد صحیح باشند به‌طوری‌که 

دی 7671400 � a mb      ma b( | , | ) m∈ داریم ……….  . برای هر  a b| اگر برای دو عدد صحیح a و b داشته باشیم 

هر دو عدد اول متمایز، نسبت به هم ……… هستند. 777

اگر دو عدد صحیح بر ب.م.م. خودشان تقسیم شوند آن‌گاه دو عدد به‌دست آمده ………هستند.  787

a برابر ……… است.797 b( , )5 15 ، آن‌گاه  a b( , اگر 1=(

808c a      a c      a b( | , | , | ) ، آن‌گاه ……….  a b( , a و 1=( bc| اگر 

] برابر ……… است.818 , ]69 46 حاصل 

دی 8281402 . برابر ……… است.� a b a c([ , ], [ , ]) . در این صورت حاصل عبارت  b c| a و  b| اگر b ،a و c اعداد طبیعی باشند که 

دی 8381402 k بر 19 برابر ……… است.� −19 300 اگر k عددی صحیح باشد، باقی‌ماندۀ تقسیم 

k برابر با ……… است.848 k km m m([ , ], )+ +2 2 1 2 3 فرض کنید k عددی طبیعی باشد، حاصل 

خرداد 8581400 m برابر با ……… است.� m( , )32 6 m عددی صحیح است. حاصل 

شهریور 86898 a اگر و تنها اگر دو شرط زیر برقرار باشند.� b c[ , ]=

 a c      b c  m        ) | , | ) ,∀ > ………1 2 0 �

878a a(| |, ) a آن‌گاه ب.م.م. دو عدد a و b برابر ……… است.  b| اگر 

ک.م.م. دو عدد 720 و 504 برابر ……… است.888

خرداد 8981403 �. p a        p a( , ) |= /  . a∈  اگر p عددی اول باشد و 

دی 9091403 a است.� = a آن‌گاه ……… b|9 b|27 و  اگر a و b دو عدد طبیعی بزرگ‌تر از یک باشند، 

در سؤال‌های 91 تا 119 درستی یا نادرستی هر گزاره را مشخص کنید. •

919. n na b d( , )= ، آن‌گاه  a b d( , )= اگر 

929 . c d( , d آن‌گاه 1=( b| c و  a|  ، a b( , اگر 1=(
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اگر عددی نسبت به دو عدد صحیح اول باشد، آن‌گاه نسبت به ضرب آن‌ها نیز اول است و برعکس.939

949 . n n na b c[ , ]= ، آن‌گاه  n∈ a و  b c[ , ]= اگر 

شهریور 9591402 a آن‌گاه می‌گوییم a و b نسبت به هم اول‌اند. � b( , اگر داشته باشیم 1=(

شهریور 9691400 � . a b a( , )= ، آن‌گاه  a b| اگر 

دی 98 و 97999 � . a b b[ , ] | |= a آن‌گاه  b| برای دو عدد طبیعی a و b، اگر 

989. a b c[ , ]= m آن‌گاه  a m b m c m( , | , | )∀ > ⇒ ≤0 a و  c b c( | , | ) برای دو عدد صحیح و ناصفر a و b و عدد طبیعی c اگر 
خرداد 1401 �

خرداد 9991401 2− است.� 2− برابر  بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک دو عدد 4 و 

خرداد 10011403 A مضرب 4 است.� x x k{ | | }= ∈ = +4 3 تفاضل هر دو عدد دلخواه از مجموعه 

شهریور 10111403 6− است.� ]) برابر  , ], )− −12 18 30 حاصل 

1021. m m m m[ , ( , )]=7 3 5 7 m آن‌گاه  { }+∈ − 0 اگر 

c ،b ،a( ab و d اعداد صحیح و ناصفرند(. در این صورت پنج رابطۀ عاد کردن از این تساوی نتیجه بگیرید.1031 cd= فرض می‌کنیم 
تمرین کتاب درسی �

تمرین کتاب درسی1041 �. a b|− − a و  b|−  ، a b|− a آن‌گاه  b| ثابت کنید اگر 

تمرین کتاب درسی1051 ؟� a c b d|+ + c همواره می‌توان نتیجه گرفت  d| a و  b| آیا از اینکه 

تمرین کتاب درسی - شهریور 10611400 � m nm n  a b a b, | |≤ ⇒ a ثابت کنید؛  b, ∈ m و  n, ∈ اگر 

1071. a |95 a آن‌گاه  |19 اگر 

1081. a |7 a آن‌گاه 161 |23 اگر 

1091. a |16 a یا  |18 a آن‌گاه  |36 اگر 

1101 . ab|36 3 a|6 آن‌گاه  b|4 و   ، a b, ∈ اگر 

1111 . a b| +10 a|6 آن‌گاه  b|4 و   ، a b, ∈ اگر 

1121 . a a b a b a| |− ⇒ + a دو عدد صحیح باشند، آن‌گاه  b, ≠0 اگر 

دی 1401 و شهریور 11311402 � . a c| a یا  b| . آن‌گاه  a b c| + a اگر  ≠0 برای اعداد صحیح b ،a و c که 

خرداد 11411401 � . a b| | | |> ، در این صورت  b ≠0 a و  b| اگر 

، آن‌گاه برای a چهار مقدار صحیح وجود دارد.1151 a |36 a|12 و  اگر 

1161. a c|3 2 b آن‌گاه  c| 22 a و  b|3 b و c عدد صحیح باشند و  ≠0  ، a ≠0 اگر 

1171. a b|2 5 ، آن‌گاه  a b|3 4 اگر 

a بر 8 برابر است با 1181.5 b+ +2 2 3 اگر a عددی صحیح و فرد و b عددی صحیح باشد، در این صورت باقی‌ماندۀ تقسیم عدد 

1191. a b| a آن‌گاه  b|2 4 اگر 

در سؤال‌های 120 تا 125 گزینۀ صحیح را مشخص کنید. •

1201a b n( , , )∈ کدام عبارت همواره درست نیست؟ 

n| +3 27 5 د(  	 a a a| ( )( )+ + +3 1 2 6 ج(  	 a a| ( )+ +2 1 4 ب(  	 a b| +3 6 15 الف( 

a برقرار است؟1211 a( , )=3 49 به ازای چند مقدار a، تساوی 

د( 4 ج( 3	 ب( 2	 الف( 1	
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n کدام عدد نمی‌تواند باشد؟1221  ( , )+5 9 30 فرض کنید n عددی صحیح باشد، حاصل 

د( 1 ج( 5	 ب( 6	 الف( 2	

p برابر کدام مورد می‌تواند باشد؟1231 p( , )+5 7 فرض کنید p عددی اول باشد، حاصل 

د( 3 ج( 11	 ب( 7	 الف( 5	

]a برابر کدام عدد می‌تواند باشد؟1241 , ]5 36  فرض کنید a عددی طبیعی باشد. حاصل 

د( 192 ج( 144	 ب( 180	 الف( 108	

، کدام گزینه همواره درست است؟1251 m n nm[ , ]=2 25 فرض کنید m و n عددهایی طبیعی باشند و 

m n| 2 د(  	n m| 2 ج(  	 m|5 ب(  	 n|5 الف( 

دی 126198 a صدق کند مقدار a را بیابید.� k| +6 14 a و  k| +4 9 ، در دو شرط  a >1 اگر عدد طبیعی 

شهریور 127199 �. a =1 a نشان دهید  n| +2 3 a و  n| +3 4 فرض کنید a و n دو عدد طبیعی باشند، به‌طوری که 

شهریور 12811401 � . a =7 a یا  =1 k را عاد کند ثابت کنید  +8 13 k و  +5 9 اگر عدد طبیعی a، دو عدد 

1291. a = m+6 بر a بخش‌پذیر باشند، ثابت کنید ±1 5 m+5 و  4 a عددی صحیح و دو عدد  ≠0 اگر 

خرداد 13011402 ، در این صورت چند مقدار صحیح و نامنفی برای a وجود دارد.� a m| +7 a و  m| +2 3 اگر 

خرداد 13111403 �. a =17 a یا  =1 ، ثابت کنید  a k| +4 3 a و  k| +7 اگر a عددی طبیعی باشد و 1

1321. a |26 . ثابت کنید  a m| −3 1 a و  m| +5 7 فرض کنید a و m عددهای صحیح باشند و 

، آن‌گاه a را به‌دست آورید.1331 a n| +2 a و 1 n| +34 6 اگر 

n برقرار است.1341 n n|+ − +22 1 2 3 3 برای چند عدد طبیعی n، رابطۀ 

n صدق می‌کنند به‌دست آورید.1351 n n n|− − + −4 32 2 9 اعداد طبیعی را که در رابطۀ 

تمرین کتاب درسی - خرداد 13611401 �. k k| + +225 16 28 6 |k ثابت کنید  +5 4  باشد به‌طوری که 1 اگر عددی مانند k در 

شهریور 13711402 �  . k k| − −249 4 10 6 |k ثابت کنید  +7 2  باشد، به‌طوری که 1 اگر عددی مانند k در 

1381. k k| + +249 36 54 8 ، ثابت کنید  k| +7 6 1 اگر 

، آن‌گاه مجموع ارقام کوچک‌ترین عدد n، چند است؟1391 α ≠1 n|α و  +7 4 n|α و  +13 3 ، اگر  α n∈ و  به‌ازای بعضی از مقادیر 

xy قرار دارد؟1401
x
+=
−
3

2 1
چند نقطه با مختصات صحیح روی تابع 

، چند نقطه با این ویژگی روی منحنی قرار دارد.1411 a b, ∈ xy قرار دارند، اگر 
x

−=
+

3 1
2

a روی منحنی  b( , ) نقاط 

n عددی صحیح باشد.1421 n
n
+ +
−

22 3 7
3

تمام ‌nهای طبیعی را بیابید که به‌ازای آنها حاصل کسر 

xy چند نقطه با مختصات صحیح وجود دارد.1431 y x− − − =2 1 0 روی منحنی 

تمرین کتاب درسی1441 ثابت کنید�

). d m و ثابت کنید d|1 و نتیجه بگیرید 1= m d( , )+ =1 الف( هر دو عدد صحیح و متوالی نسبت به هم اول‌اند. )راهنمایی: فرض کنید 

ب( هر دو عدد صحیح و فرد متوالی نسبت به هم اول‌اند.  

تمرین کتاب درسی1451 �. p q( , )=1 p و q ،p هر دو اول باشند، ثابت کنید  q≠ اگر 

n را بیابید.1461 −5 2 n و  +12 7 ب.م.م. دو عدد 

، آن‌گاه d را محاسبه کنید.1471 a∈ d و  a a a( , )= − − +25 6 3 اگر 



یحیرشت یاه نیرم تخاسپ :مراهچ لصف 112

616

 

x y x y xy x y x y xy

x x y y y x

x x y y x y x y x y

x y x y x xy y

x y x xy y

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )( )( )

( ) ( )

+ ≥ + ⇔ + − − ≥

⇔ − + − ≥

⇔ − − − ≥ ⇔ − − ≥

⇔ − − + + ≥

⇔ − + + ≥

4 4 3 3 4 4 3 3

3 3

3 3 3 3

2 2

2 2 2

0

0

0 0

0

0

� 

، پس رابطۀ فوق همواره درس�ت است. در نتیجه تمام گزاره‌های  y x,<0 چون 
قبل از آن هم همواره درست هستند، پس حکم مسئله اثبات می‌شود.

626 a b a b a b
a b abb a a b

+ ++ ≥ + ⇔ ≥
3 3

2 2 2 2
1 1 �

 

a b a b ab a b a b a b ab

a a b b b a a a b b a b

a b a b a b a b a b

, ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )( )

>←→ + ≥ + ⇔ + − − ≥

⇔ − + − ≥ ⇔ − − − ≥

⇔ − − ≥ ⇔ − − + ≥

0 3 3 3 3 2 2

2 2 2 2

2 2

0

0 0

0 0

�

 a b a b( ) ( )⇔ − + ≥2 0 �

,a b، بنابرای�ن رابط�ۀ آخ�ر هم�واره درس�ت اس�ت. و چ�ون رابطه‌ه�ا  +∈

برگشت‌پذیر هستند، حکم مسئله نیز درست است.
636

 

a b
a b a b a b a b

a b ab a b ab ab( )

++ ≥ ⇔ ≥
+ × +

⇔ + ≥ ⇔ + + ≥2

1 1 4 4

4 2 4 �

  a b ab a b( )⇔ + − ≥ ⇔ − ≥22 0 0 گزارۀ همواره درست.  �
چون رابطه‌ها برگشت‌پذیر هستند، حکم مسئله نیز درست است.

646x y xy y x x y xy y x( ) ( )≥ + − ⇔ − − − ≥3 3 3 3 0 الف( �

 
x y

x y x xy y xy x y x xy y

x xy y x y  Swnj ½nH¼µÀ ½â nHq¬

( )( ) ( )( )

( ) ( )− >

⇔ − + + + ≥ ⇔ − + + ≥

←→ + + ≥ ⇒ + ≥

2 2 2 2

0 2 2 2

0 2 0

2 0 0

توج�ه کنید که چ�ون حکم مس�ئله با یک گزارۀ همواره درس�ت، هم‌ارز اس�ت، 
خودش هم درست است.

ب( 

 

a b a b a b a b

a b ab a b ab

ab ab ab ab  

 ·H¼U ¾M

Swnj ½nH¼µÀ ½â nHq¬

| | | | | | (| | | |) (| |)

| |

| | | |

− ≤ − ←→ − ≤ −

⇔ + − ≤ + −

⇔ ≤ ⇔ ≤

2 2 2

2 2 2 22 2

2 2 � 

حکم با یک گزارۀ همواره درست هم‌ارز است، پس خودش هم همواره درست است.
x y z t x y z t xz yt( )( )( )( ) ( )− − + + ≤ − 2 پ( �

 

x y z t xz yt

x z x t y z y t x z y t xyzt

x t y z xyzt xt yz

( )( ) ( )

( )

⇔ − − ≤ −

⇔ − − + ≤ + −

⇔ ≤ + − ⇔ − ≥

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

0 2 0

�

گزارۀ آخر همواره درست است، پس تمام گزاره‌های قبل از آن هم همواره درست هستند.
ت( 

 

a b
a b a b a b a b

a b a b a b a b a b

a b a b a b

( )

( )

++ ≥ ⇔ ≥
+ +

⇔ + ≥ ⇔ + + ≥

⇔ + − ≥ ⇔ − ≥

4 4

4 4 4 4 4 4 4 4

4 4 2 4 4 8 8 4 4 4 4

8 8 4 4 4 4 2

1 1 4 4

4 2 4

2 0 0
�  

گزارۀ آخر همواره درست است، پس تمام گزاره‌های قبل از آن هم درست هستند.

پاسخ تمرین‌های تشریحی

فصل اول
درس دوم

. توجه کنید که656 −9  ،8 
( )

( ) ( )

− =− × − ⇒− = − −

− = − − + − ⇒− = − +

127 15 8 7 127 15 8 7

127 15 8 15 15 7 127 15 9 8
�

9− است. بنابراین باقی‌مانده برابر 8 و خارج قسمت برابر 
k+8 نوشت. پس‌باقی‌مانده 666 1. مربع هر عدد فرد را می‌توان به صورت 1

این تقسیم برابر 1 است. 
1. بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک دو عدد متوالی برابر یک است. پس676

 n n( , )+ =1 1 �
. می‌توان نوشت:686 a b|2

a b c    a b c a b c b c a b| , | |( ) ( ) |+ − ⇒ + + − ⇒ 2 �
. حاصل‌ض�رب دو ع�دد متوال�ی ب�ر 2 بخش‌پذیر اس�ت، پس 696 !=3 6

حاصل‌ضرب س�ه عدد متوالی هم بر 2 بخش‌پذیر اس�ت. از طرف دیگر از بین 
k3 نوشته می‌شود. پس حاصل‌ضرب سه  سه عدد متوالی حتماً یکی به صورت 

عدد متوالی هم بر 2 و هم بر 3 بخش‌پذیر است.
1− است.707 1+ یا  a|1 آن‌گاه a برابر  . اگر  −1  ، +1

a آن‌گاه عدد a شمارندۀ عدد b است.717 b| b ،a. اگر 
صفر. اینکه صفر عدد صفر را می‌شمارد به عنوان یک قرارداد پذیرفته می‌شود.727
a که p عددی اول است، پس a برابر است با p یا 1. 737 p|  .p ،1

747. b=0 a آن‌گاه  b| | | |> a و  b| . اگر  b=0

757 . p b| p یا  a| ، )p عددی اول باشد( آن‌گاه  p ab| . اگر  p b|  ، p a|

، برای هر 767 a b| . اگر برای دو عدد صحیح a و b داش�ته باش�یم  a mb|

 . a mb| m∈ داریم 

اول. هر دو عدد اول متمایز نسبت به هم اول هستند.777
نسبت به هم اول. توجه کنید که 787

a ba b d
d d

( , ) ( , )= ⇒ =1 �

797 m n m na b a b,( , ) ( , )∀ ∈= → =1 1 1. توجه کنید که 

 a b a b( , ) ( , )= ⇒ =5 151 1 �
. اگر عددی حاصل‌ضرب دو عدد صحیح را بش�مارد و نس�بت به 808 a c|

یکی از آن‌ها اول باشد، آن‌گاه دیگری را می‌شمارد.
a ba bc a c( , )| |=→1 �

138. برای به‌دست آوردن ک.م.م. دو عدد ابتدا آن دو عدد را تجزیه، سپس 818
حاصل‌ضرب پایه‌های غیرمشترک و پایه‌های مشترک با توان بیشتر را می‌نویسیم.

[ , ] [ , ]= × × = × × =69 46 23 3 23 2 23 3 2 138 �
b . توجه کنید که چون b ،a و c اعداد طبیعی هستند، داریم828

bc

a b a b b

a b b c a c a c c

a b a c b c b c b|

| [ , ]

| , | | [ , ]

([ , ],[ , ]) ( , ) ( , )

⇒ = ⇒
⇒ ⇒ = 

= → =

�
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4. می‌توان نوشت838





k

k

a k a k k k

k k k k

( ) ( )

( )
′

′′

′= − ⇒ = − × + = − − = −

′ ′ ′ ′′= − + − = − + = − + = +

19 300 19 19 15 15 19 15 15 19 15

19 15 19 19 19 19 4 19 1 4 19 4

باقی‌مانده برابر 4 است. 

. توجه کنید که848 km| |+2 1

k kk k m m| +< + ⇒ 2 2 12 2 1 �
k k km m m[ , ] | |+ +=2 2 1 2 1 �

، داریم: k k+ < +2 1 2 3 از طرف دیگر، چون 
k k k k km m m m m| | (| |, ) | ||+ + + + +⇒ =2 1 2 3 2 1 2 3 2 1 �

m36 را می‌ش�مارد حاصل عبارت 858  ، m2 . توجه کنید که چون  m| |2
. m| |2 مورد نظر برابر است با 

عبارت به صورت زیر کامل می‌شود:868
 a c b c       m a m b m c m) | , | , ) , | , |∀ > ⇒ ≤1 2 0 �

|a است.878 | . اگر b ،a را عاد کند آن‌گاه ب.م.م. دو عدد a و b برابر  a| |

5040. توج�ه کنید که دو عدد را تجزیه می‌کنیم، س�پس حاصل‌ضرب 888
پایه های غیرمشترک و پایه‌های مشترک با توان بیشتر را می‌نویسیم:

[ , ] [ , ]= × × × × = × × × =4 2 2 3 4 2720 504 2 3 5 7 3 2 2 5 3 7 5040 �
898 .1
3. توجه کنید که909



k

bq
aqq a qq ak

b aq

= ′ ′⇒ = ⇒ = ⇒ =
′=

27
27 9 3 3

9
 �

aa a| >→ =13 3 �
نادرست. مثال نقض:919

 ( , ) ( , ) ( , )= ⇒ = =2 24 6 2 4 6 16 36 4 �
درست. اگر دو عدد صحیح نسبت به هم اول باشند، آن‌گاه شمارنده‌های 929

آن‌ها نیز نسبت به هم اول‌اند.
c  a
d  b

a b c d|
|

( , ) ( , )= → =1 1 �

می‌توانیم گزارۀ بالا را با برهان خلف ثابت کنیم. فرض کنید
m c m a

c d m  m m a m b  m
m d m b

| |
( , ) , | , | ,

| |

⇒= ≠ ⇒ ⇒ ≠
⇒

1 1 �

a اس�ت، زی�را a و b دارای مقس�وم‌علیه مش�ترک  b( , ک�ه خالف فرض 1=(
)m نیستند. ) مخالف یک 

939a b     a c a bc( , ) , ( , ) ( , )= = ⇔ =1 1 1 درست.�
. پس داریم a bc d( , )= a و  c( , )=1 ، a b( , برای اثبات ابتدا فرض کنید 1=(

d a
d a b   d a c d

d bc d b d c
IÄ

|
|( , ) |( , ) |

| ( | | )

 ⇒ ⇒
⇒ ∨

1 �

از آنج�ا ک�ه اگ�ر   ، a bc( , )=1 . اکن�ون ف�رض می‌کنی�م  d=1 در نتیج�ه 
، به همین  d=1 ، پس باید  d bc| ، پس باید  d b| d و  a| ، آن‌گاه  a b d( , )=

a نیز ثابت می‌شود. c( , صورت 1=(

، در این صورت اگر a و b را بر d تقسیم 949 a b d( , )= درست. فرض کنید 
کنیم نسبت به هم اول می‌شوند، داریم:

a bq       q q q
d d
, ( , )′ ′= = ⇒ =1 �

a b dq dq d q q dqq c dqq[ , ] [ , ] [ , ]′ ′ ′ ′= = = ⇒ = �
اکنون می‌توان نوشت

n n n n n n n n n n n n na b d q d q d q q d q q c[ , ] [ , ] [ , ]′ ′ ′= = = = �
درست.959
969 . a b a( , ) | |= a آن‌گاه  b| نادرست. زیرا 
979 a b a b b| [ , ] | |⇒ = درست.�
درست. بنابر تعریف ک.م.م. درست است.989
نادرست. زیرا بزرگ‌ترین مقسوم‌علیه مشترک همواره مثبت است.999
درست.1001

k

x k  
x x k k k

x k
( ) ( )

′

= +
′⇒ − = − + − =

= +
1 1

1 2 1 2
2 2

4 3
4 3 3 4

4 3 

�

یعنی تفاضل هر دو عدد از مجموعۀ A مضرب 4 است.
1011[ , ] ( , )− − = ⇒ =12 18 36 36 30 6 نادرست. چون 
درست.1021

m m m m m m[ ,( , )] [ ,| |] | |= =7 3 5 7 3 7 �
m m m m m{ } [ ,( , )]

+∈ −→ =0 7 3 5 7 �

1031ab cd a cd b cd c ab d ab ab cd| , | , | , | , |= ⇒ �

الف(1041



q

a b b aq b aq b a q( )| ( )− ×

′

⇒ = → − =− ⇒− = −1 �

b aq a b|′− = ⇒ − �

 q qa b b aq b a q b aq a b| ( ) |′=− ′ ′⇒ = → = − ⇒ =− ⇒− ب(�

a b b aq b aq a b( )| |− ×⇒ = → − =− ⇒− −1 پ(� 
. در این صورت 1051 d=8 c=2 و   ، b=6  ، a =3 خیر. مثلًا فرض کنید 

.) |/5 14 +| )چون  +/3 2 6 8 . توجه کنید که  a c b d|+ +/ c و  d a b| , |

1061
n q n n n

n m n m n n m n m n n m

q
m n

a b b aq b a q

b a a q b a a q b a q

a b

·H¼U ¾M|

. ( )

|

∈

− −

′

→ = → =

′= ⇒ = ⇒ =

⇒





�

درست. زیرا اگر a عددی را بشمارد هر مضربی از آن را می‌شمارد.1071
ma b a mb      a a a| | , | | |∈→ ⇒ × ⇒19 5 19 95 �

1081 : ma b ma mb| |∈→ درست. زیرا 
a a a| | |×→ × ⇒723 7 23 7 7 161 �

، در این صورت 1091 a =12 نادرس�ت. به عن�وان مثال نقض ف�رض کنی�د 
 . |/12 16 12/| و  18 12| ولی  36
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درست. توجه کنید که دو طرف دو رابطۀ عاد کردن را می‌توان نظیر به نظیر 1101
در یکدیگر ضرب کرد.

a b
ac bd      ab c a c b c

c d

b
ab ab ab ab

a

ab ab

|
| , | ( | | )

|

|
| | ( | | )

|

| |×

 ⇒ ⇒ ∧

 ⇒ ⇒ × ⇒ ∧


→3

4
24 2 12 2 12

6

12 36 3

�

1111 |412 a )توجه کنید که  =30 b=12 و  نادرست. به عنوان مثال نقض 
| چون 10 شمارندۀ 42 نیست. +/10 30 12 (، ولی  |6 30 و 

1121 ) | −2 2 8 ( a a b| − b=8 آن‌گاه  a و  =2 نادرست. مثال نقض: اگر 
 .) |+ /2 8 2 ( a b a|+ / ولی 

، در این 1131 c=14 b=6 و   ، a =10 نادرس�ت. مثال نقض: ف�رض کنید 
.) |/10 6 10/| و  14 ( a c|/ a و  b|/ a ولی  b c( | ) |+ +10 6 14 صورت 

1141 . a b| | | |≤ ، آن‌گاه  b≠0 و a b| نادرست. زیرا طبق ویژگی عاد کردن اگر 
درست. 1151

qa a q      a q| , | |∈→ = ⇒12 12 36 12 36 �
q       q=,=± ±1 3 بنابراین برای q چهار مقدار صحیح وجود دارد.�

در نتیجه برای a نیز چهار مقدار صحیح وجود دارد.
درست. زیرا1161

a b a b      b c a c| | , | |⇒ ⇒3 3 2 3 22 2 �
، در این صورت داریم: 1171 a b|3 4 درست. فرض می‌کنیم 

 





q
q

b

q

a b b qa b qa a

b q a b q b a b q a a b

| ( )

( ) |

∈

×

→ = ⇒ =

= → = ⇒ = ⇒

1

2

3 4 4 3 4 2

4 2 5 2 5 2 2 5
1 1 2



�

نادرست. توجه کنید که اگر b نیز فرد باشد این جمله درست است، اما 1181
، در این صورت  b=0 a و  در حالت کلی درس�ت نیس�ت. مثلًا فرض کنید 1=

a و باقی‌ماندۀ 4 بر 8 برابر 4 است نه 5.  b+ + =2 2 3 4
، در این 1191 b  a» = =12 8 نادرس�ت. ب�ه عنوان مث�ال نقض فرض کنی�د 

b4 را می‌شمارد ولی b ،a را نمی‌شمارد.  ، a2 صورت 
گزینۀ )د(. گزینۀ )الف( درست است، زیرا1201

a
a b

b

| |
|

| |

⇒ ⇒ +
⇒

3 6 3 6
3 6 15

3 15 3 15
�

گزینۀ )ب( درس�ت اس�ت، زیرا حاصل‌ضرب دو عدد صحیح متوالی مضرب 2 
است، پس داریم

a a
a a

| ( )
| ( )

|

+ ⇒ + +


2 1
2 1 4

2 4 �

گزینۀ )ج( درس�ت است، زیرا حاصل‌ضرب س�ه عدد صحیح متوالی مضرب 3 
است، پس

a a a
a a a

| ( )( )
| ( )( )

|

+ + ⇒ + + +


3 1 2
3 1 2 6

3 6 �

، در این  n =1 گزین�ۀ )د( نادرس�ت اس�ت. به عنوان مث�ال نقض فرض کنی�د 
3| که نادرست است. 32 صورت به‌دست می‌آید 

a3 و 49 برابر a ش�ده اس�ت، 1211 گزینۀ )ج( یا 3. چون ب.م.م. دو عدد 
پس a مثبت است و 

a a

a a  

|

| , ,




⇒ =

3

49 1 7 49 �

، در این صورت1221 n d( , )+ =5 9 30 گزینۀ )ج( یا 5. فرض کنید 
d       d n| , | +30 5 9 �

، چون  n| +5 5 9 n+5 ب�ر 5 بخش‌پذیر نیس�ت چون اگ�ر  9 توج�ه کنی�د که 
)n برابر هر یک از موارد  , )+5 9 30 5| که تناقض اس�ت. البته  9 n|5 باید  5

دیگر می‌تواند باشد.
 n     n: ( , ) ( , )= + = =1 5 9 30 14 30 2 گزینۀ )الف(   �
n     n: ( , ) ( , )= + = =2 5 9 30 19 30 گزینۀ )د(  1 �
n     n: ( , ) ( , )= + = =3 5 9 30 24 30 6 گزینۀ )ب(   �

، در این صورت1231 p p d( , )+ =5 7  گزینۀ )ب( یا 7. فرض کنید 
d p d p

d p p d d d
d p

 IÄ 

| |
| |

|

⇒ ⇒ + − ⇒ ⇒ = =
+

5
5 7 5 7 1 7

5 7
�

 گزینۀ )ب( یا 180. می‌دانیم ک.م.م. دو عدد بر هر دو عدد بخش‌پذیر 1241
a5 بخش‌پذیر باشد: ، آن‌گاه باید c بر 36 و  a c[ , ]=5 36 است. بنابراین اگر 

qc      a c c aq c| , | |∈→ = ⇒36 5 5 5 �
از می�ان م�وارد داده ش�ده فق�ط م�ورد )ب( یعن�ی 180 ه�م بر 36 و ه�م بر 5 

بخش‌پذیر است. 

. چون ک.م.م. دو عدد بر آن دو عدد بخش‌پذیر است.1251 n m| 2 گزینۀ )ج( یا 
m

n

m nm nm n m

n nm n m

 IÄ | | | |

| |

≠

≠

 → ⇒


→

02

02 2 2

5 5 5 5
�

. m|5 n|5 به معنی این نیست که لزوماً  m|5 یا  توجه کنید که 
 . n|5 n|5 به معنی این نیست که لزوماً  m|5 یا  توجه کنید که 

روش اول: توجه کنید که1261
a k a k a k

a k a k a k

a k k aâ¾õMHn (3) Â¬sÄ»

·jo¨ jIø

| | ( ) |

| | ( ) |

|( ) ( ) |

×

×

 + → + ⇒ +


+ → + ⇒ +

→ + − + ⇒

2

3

6 14 2 6 14 12 28

4 9 3 4 9 12 27

12 28 12 27 1

�

a این رابطه نمی‌تواند درس�ت باشد )توجه کنید  اکنون توجه کنید که چون 1<
(، بنابراین ع�ددی طبیعی مانن�د a با  a a ی�ا 1−= ، پ�س 1= a|1 ک�ه چ�ون

ویژگی‌های مورد نظر وجود ندارد.
k+4 را در 3 ض�رب کردی�م؛  9 k+6 را در 2 و  14 روش دوم: در روش اول، 
 k+6 14 یعنی هر کدام را در کوچک‌ترین عددی ضرب کردیم که ضرایب k در 

k+4 مساوی شود. اگر به صورت زیر عمل کنیم به دست می‌آید: 9 و 

a
a k a k

a a
a k a k

| |
|

| |

×
>

×

 + → + ⇒ → =
+ → +

4
1

6

6 14 24 56
2 2

4 9 24 54
�

، پس: a k| +4 9 ، چون  a =2 اما توجه کنید که اگر 

    kk || |+ →2 42 4 9 2 9   �
که درست نیست، پس عددی طبیعی مانند a با ویژگی مورد نظر وجود ندارد.
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خلاصۀ فصل اول
درس اول:

استدلال مستقیم: در این استدلال، مستقیماً از فرض به حکم می‌رسیم. 
مثلًا با اس�تدلال مستقیم ثابت می‌کنیم مجموع سه عددِ متوالی، عددی 

است مضرب 3:



k
n n n n n k( ) ( ) ( )+ + + + = + = + =1 2 3 3 3 1 3 مضرب 3 است.  �

مثال نقض: وقتی با یک مثال، یک حکم کلّی را رد می‌کنیم. به آن مثال، 
 ،y و x مث�ال نق�ض می‌گوییم. مثلًا حکم کلّیِ »برای ه�ر دو عدد حقیقی
y=4 رد می‌ش�ود.  x و  =1 « ب�ا مثال نقض  x y x y+ = +

+ ≠ +1 4 1 4 چون 

اثبات ب��ا در نظر گرفتن همۀ حالت‌های ممک��ن: در این نوع اثبات 
هم�ۀ موارد ممکن )همۀ فرض‌های مس�ئله( را در نظ�ر می‌گیریم و با هر 
کدام از آن‌ها به حکم می‌رس�یم. توضیح منطقی این مطلب چنین است: 

اگر حکم مسئله گزارۀ r باشد و همۀ فرض‌های مسئله p و q باشند، 
p q r p r q r( ) ( ) ( )∨ ⇒ ≡ ⇒ ∧ ⇒ �

، که n عددی طبیعی اس�ت،  n n− +2 5 7 مثاًل برای اثباتِ فرد بودن 
n )زوج یا  k= +2 n یا 1 k=2 همۀ فرض‌های ممکن عبارت اس�ت از 

n را اثبات می‌کنیم: n− +2 5 7 فرد بودن n( و با هر کدام، فرد بودن 

q

q

n k n n k k

k k q  

n k n n k k k

k k k k q  

joÎ Ájkø

joÎ Ájkø

( )

( )

= ⇒ − + = − +

= − + + = +

= + ⇒ − + = + + − − +

= − + = − + + = +

2 2

2

2 2

2 2

2 5 7 4 10 7

2 2 5 3 1 2 1

2 1 5 7 4 4 1 10 5 7

4 6 3 2 2 3 1 1 2 1





�

اثب��ات غیرمس��تقیم )برهان خل��ف(: در اثبات بعضی مس�ائل، فرض 
می‌کنی�م، حکم برقرار نباش�د )نقی�ض حکم برقرار باش�د( و با این فرض 
و با اس�تدلال درس�ت، ب�ه نتیجه‌ای غیرممک�ن یا نتیج�ه‌ای متناقض با 
فرض مسئله می‌رسیم و از این‌جا نتیجه می‌گیریم که فرضِ برقرار نبودنِ 
حکم )فرض خلف(، باطل و حکم برقرار اس�ت! مثلًا با برهان خلف ثابت 

می‌کنیم جمع یک عدد گویا با عددی گنگ، عددی گنگ است:
x     r

x r

x r a x a r

x

þ±i ·IÀoM IM

.´Ã¹¨ïÂ¶ SMIY

IÄ¼¬ Ájkø IÄ¼¬ Ájkø IÄ¼¬ Ájkø

ª¹¬ Ájkø IÄ¼¬ Ájkø

ª¹¬ Ájkø

þ±i ÆoÎ (IÄ¼¬ Ájkø)

IÄ¼¬ Ájkø

,

:

− =

= =

→ + =

+ = ⇒ = −

→ =

�

که این، با فرض گنگ بودن x در تناقض است؛ پس فرض خلف باطل و حکم 
، عددی گویا نیست، بلکه عددی گنگ است! x r+ درست است، یعنی 

اثبات‌های بازگشتی / گزاره‌های هم‌ارز: با استفاده از این روش، حکم 
را یک یا چند مرحله س�اده می‌کنیم و در روند س�اده کردن از ترکیب‌های 
دوش�رطی اس�تفاده می‌کنیم تا به یک گزارۀ همواره درس�ت برسیم. مثلًا 

، داریم: a >0 a به ازای 
a

+ ≥1 2 برای اثبات نامساوی 

a
a

a a a a a
a

a( )

×
≠

+ ≥ ←→ + ≥ ⇔ + − ≥

⇔ − ≥

2 2
0

2

1 2 1 2 1 2 0

1 0
�

که این گزارۀ آخر همواره درست است؛ بنابراین چون تمام روابط دوطرفه 
هس�تند، تمام گزاره‌های قبل از آن هم همواره درس�ت هس�تند. پس اگر 

a همواره درست است.
a

+ ≥1 2 a آن‌گاه  >0

درس دوم:

، نمادی است که خوانده می‌شود a عاد می‌کند  a b| رابطۀ عاد کردن: 
 . a )می‌ش�مارد( b را؛ با این ش�رط که a و b اعداد صحیح هستند و  0≠
 ، = ×6 2 3 . مثلًا چون  ka b b ka| ∈←→ = همچنین داریم: 
 = ×6 1 6 . همچنی�ن چون  |3 6 2| و  6 پ�س می‌ت�وان نتیج�ه گرف�ت 

6| نیز درست است. 6 1| و  6 نتیجه‌گیری 
توجه: هر عدد دلخواهی صفر را می‌شمارد و صفر فقط صفر را می‌شمارد.

1( ma b a mb| |∈→ ویژگی‌ها: �
2( a b b c a c (ÁØk÷U SÃÅIi)| | |∧ ⇒ �
3( a b a c a b c| | |∧ ⇒ ± �

4( ba b a b| | | | |≠→ ≤0 �

بزرگ‌ترین مقسوم علیه مشترک )ب.م.م.(: ب.م.م. دو عدد a و b را 
a نمایش می‌دهیم و با  b( , ) )که a و b هر دو با هم صفر نیستند(، با نماد 

d( a عددی طبیعی( داریم: b d( , )= فرض 
d )الف a      d |b| ,

m )ب m a      m b m d: | , |∀ > ⇒ ≤0

a b a b a       a a| ( , ) | |, ( , ) | |⇒ = =0 توجه:�

کوچک‌ترین مضرب مش��ترک )ک.م.م.(: ک.م.م. دو عدد a و b را 
a نمایش می‌دهیم و با  b[ , ] )که a و b هیچ‌کدام صفر نیس�تند(، با نماد 

c( a عددی طبیعی( داریم: b c[ , ]= فرض 
a )الف c      b c| , |

m )ب a m      b m c m: | , |∀ > ⇒ ≤0
a b a b b| [ , ] | |⇒ = �

توجه: به خاطر داشته باشیم که d و c )ب.م.م. و ک.م.م.( اعدادی طبیعی 
)مثبت( هستند.

فصل پنجم: گام نهایی

�
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     امتحان میان‌سال )1(

مدت امتحان: 120 دقیقهتألیفیرشته: ریاضی و فیزیکامتحان: ریاضیات گسسته

نمرهسؤالات ردیف
جاهای خالی را با عبارت مناسب کامل کنید. 1

ب( مربع هر عدد فرد در تقسیم بر 8 باقی‌مانده‌ای برابر ……… دارد. الف( یک گراف کامل 10 رأسی ……… یال دارد.	
0/5

درست یا نادرست بودن گزاره‌های زیر را تعیین کنید. 2

	. x
x

+ ≥1 2 الف( برای هر دو عدد حقیقی و غیر صفر x داریم: 

. a b ab[ , ] | |= ، آن‌گاه  a b( , )=1 ب( اگر a و b اعداد صحیح باشند و 
پ( حاصل‌ضرب هر عدد حقیقی در یک عدد گنگ، عددی گنگ است. 

x دارای جواب نیست. ≡
9

3 4 ت( معادلۀ هم‌نهشتی 

1

−α عددی گنگ است.  3 β2 +α گویا باشد، به کمک برهان خلف ثابت کنید  β2 β دو عدد گنگ باشند، ولی  α و  1/5اگر 

a همواره نامنفی است. 4 ab b+ +2 22 3 1/5ثابت کنید اگر a و b دو عدد حقیقی باشند، آن‌گاه 

، آن‌گاه تمام مقادیر ممکن برای a را به‌دست آورید. 5 a k| +25 7 a و  k| +15 4 1/5اگر a عددی صحیح باشد، 

a را بر 5 محاسبه کنید. 6 b−2 3 1/5اگر باقی‌ماندۀ تقسیم a و b بر 15 برابر 13 باشد، آن‌گاه باقی‌ماندۀ تقسیم 

7 . a b a b( , )+ − ، آن‌گاه مطلوب است محاسبۀ  a b( , )=1 1/5اگر 

1/75به چند طریق می‌توان با 350000 تومان، تعدادی کالای 70000 تومانی و تعدادی کالای 80000 تومانی خریداری کرد؟  8

9 
x را حل کرده و جواب عمومی آن را به دست آورید. ≡

7
12 386 معادلۀ هم‌نهشتی 

1/5

1/25اگر 25 آبان، روز پنج‌شنبه باشد، 14 اسفند همان سال چه روزی از هفته است؟ 10

، به ازای چند عدد طبیعی یک‌رقمی m جواب ندارد؟ 11 mx y+ =4 14 1/5معادلۀ 

گراف G را مطابق شکل، در نظر بگیرید.  12
E را بنویسید. G( ) V و  G( ) الف( مجموعه‌های 

)G را مشخص کنید. )δ )G و  )∆ ب( 
GN را بنویسید. i[ ] GN و  a( ) پ( 

، آن‌گاه x کدام رأس است؟   GN x a b i j( ) { , , , }= ت( اگر 
G را مشخص کنید. ث( تعداد یال‌های گراف 

2/5

13  :G در گراف رسم شدۀ
الف( یک مسیر به طول 4 مشخص کنید.

ب( یک دور به طول 3 مشخص کنید.
G را مشخص کنید. پ( درجۀ رأس f در گراف 

1

در گراف G با اندازۀ 10، سه رأس تنها داریم. 14
ب( گرافی رسم کنید که حداقل تعداد رأس را داشته باشد. الف( گرافی رسم کنید که حداکثر تعداد رأس را داشته باشد. 	

1

nP برابر 30 است. n را به‌دست آورید. 15 0/5حاصل‌ضرب مرتبه و اندازۀ گراف 

جمع نمره موفق و سربلند باشید.� 	20

فصل پنجم: گام نهایی
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     امتحان جامع )2(

مدت امتحان: 120 دقیقهتألیفیرشته: ریاضی و فیزیکامتحان: ریاضیات گسسته

نمرهسؤالاتردیف
جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید. 1

، بزرگ‌تر یا مساوی ……… است. ∆ =3 الف( عدد احاطه‌گری گرافی 6 رأسی با 
ب( در بین 22 نفر، حداقل ……… نفر در یک روز هفته متولّد شده‌اند.

پ( تعداد تابع‌های یک‌به‌یک از مجموعه‌ای 4 عضوی به مجموعه‌ای 8 عضوی برابر است با ……… .
ت( در بین 4 عدد طبیعی دلخواه، حداقل ……… عدد یافت می‌شود که به پیمانۀ 3 هم‌نهشت هستند.

1

درستی یا نادرستی جملات زیر را مشخص کنید. 2
الف( ک.م.م. دو عدد طبیعی نسبت به هم اوّل، برابر است با حاصل‌ضرب آن دو عدد.

. n 
  3

nC برابر است با  ب( عدد احاطه‌گری 

پ( دو مربع لاتین متعامد دو در دو وجود ندارد.

43 است. ت( تعداد توابع‌ از مجموعه‌ای 3 عضوی به مجموعه‌ای 4 عضوی برابر با 

1

به کمک گزاره‌های هم‌ارز ثابت کنید اگر x و y اعدادی حقیقی باشند آن‌گاه: 3

x y z xy xz yz+ + + − − ≥2 2 22 2 2 2 4 0

1

3+ نیز عددی گنگ است. 4 1 3 عددی گنگ باشد آن‌گاه  1به کمک برهان خلف ثابت کنید، اگر 

5  a b( , )=1 1اگر باقی‌ماندۀ تقسیم عدد صحیح a بر عدد طبیعی b، برابر 1 باشد، ثابت کنید: 

معادلات هم‌نهشتی زیر را در صورت امکان حل کنید. 6

x (الف ≡
17

3 7201

x (ب x− ≡ −
7
16 4

2

x رقم یکان یکسان داشته باشند، رقم یکان x چه عدد یا اعدادی می‌تواند باشد؟ 7 +7 x و 1 −5 11 1اگر دو عدد 

8  ، GN b a c( ) { , }=  ، GN a b c( ) { , }= V مفروض اس��ت. اگ��ر  G a b c d e f( ) { , , , , , }= گ��راف G ب��ا مجموع��ۀ رئ��وس 

، آن‌گاه GN e d f( ) { , }= GN و  d c e f( ) { , , }=  ، GN c a b d( ) { , , }=

الف( گراف G را رسم کنید.
ب( اندازۀ گراف G را به‌دست آورید.

GN را بنویسید.  f[ ] پ( 

1

0/5گرافی 7 رأسی، غیرتهی و k- منتظم بکشید که k کمترین مقدار ممکن باشد. )گراف را همبند در نظر بگیرید( 9

1برای گراف G )گراف زیر(، عدد احاطه‌گری را به‌دست آورید. )با ذکر دلیل( 10
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نمرهسؤالاتردیف
برای گراف رسم شده، 11

الف( دو مجموعۀ احاطه‌گر مینیمال غیرمینیمم معرفی کنید.

ب( یک γ- مجموعه مشخص کنید.

1/25

، کمترین و بیشترین مقدار برای اندازۀ گراف را به‌دست آورید. 12 (G)γ =2  ،G 1/5در گراف همبند 6 رأسی

P7 باشد. 13 فرض کنید G گراف 

q را به‌دست آورید. G( ) الف( 

G را به‌دست آورید. ب( مجموع درجه‌های گراف 

1

111 نفر را به چند طریق می‌توان در اتاق‌های 5،2 و 4 نفره اسکان داد؟ 14

؟  15 x >3 3 x و  >1 ، چند جواب صحیح و نامنفی دارد به شرط آنکه 1 x x x+ + + =1 2 5 14 1/5معادلۀ 

C5 به گونه‌ای تدریس کنند که  16 ، ... و  C2  ، C1 ، در پنج جلسۀ متوالی، در پنج کلاس  T5 ، ... و  T2  ، T1 قرار است 5 مدرس

هر مدرس در هر کلاس دقیقاً یک جلسه تدریس کند. برای این مسئله برنامه‌ریزی کنید.

0/75

، چند عدد وجود دارد که بر 2 یا 5 بخش‌پذیر باشند، ولی بر 20 بخش‌پذیر نباشند؟ 17 n( )≤ ≤1 100 1/5در بین اعداد 1 تا 100 

1نشان دهید در بین 733 نفر حداقل 3 نفر، تاریخ تولدشان یکسان است. 18

جمع نمره موفق و سربلند باشید. � 	20

     امتحان جامع )3(

مدت امتحان: 120 دقیقهتألیفیرشته: ریاضی و فیزیکامتحان: ریاضیات گسسته

نمرهسؤالاتردیف

جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید. 1
الف( اگر ک.م.م دو عدد برابر قدرمطلق حاصل‌ضرب آن‌ها باشد، آن‌گاه ب.م.م آن دو عدد برابر است با ……… . 

ب( تعداد توابع یک‌به‌یک از مجموعۀ 4 عضوی به مجموعۀ 4 عضوی برابر است با ……… .
پ( اگر ……… نقطه درون یک مثلث متساوی‌الاضلاع به ضلع 2 واحد بگذاریم، فاصلۀ حداقل دو تا از آن‌ها کمتر از 1 واحد است.

A برابر است با ……… . B ت( اگر A و B دو مجموعۀ جدا از هم در مجموعۀ S باشند؛ تعداد اعضای 

1

درستی یا نادرستی جملات زیر را تعیین کنید. 2
 . a c b d|+ + ، همواره می‌توان نتیجه گرفت که  c d| a و  b| الف( از 

x دارای جواب نیست. − ≡
16

14 1 6 ب( معادلۀ هم‌نهشتی 
پ( هر مربع لاتین دلخواه، حداقل یک مربع لاتین متعامد دارد.

ت( اگر مربع‌های لاتین A و B متعامد باشند، با جابه‌جایی دو سطر از B، مربع جدید و A باز هم متعامدند.

1
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151

n        m

¾ÄIQ

³Hk¨ï_ÃÀ/ÏILÃ²H»/ÏILU¼Î

IÀï¾º¯ jHk÷U  IÀoU¼L¨ jHk÷U, ?
↓

↓
= = × = = =3 3 9 )0/5(

�

k k  + = ⇒ =1 30 29 )0/5( �
بنا بر تعمیم اصل لانۀ کبوتری، m حداقل باید برابر kn+1 باشد، پس

m kn m m  = + ⇒ = × + ⇒ =1 29 9 1 262 )0/5( �
پس باید حداقل 262 دانش‌آموز وجود داشته باشد.

پاسخنامۀ امتحان جامع )2(

11nG( )    γ ≥ = =   ∆+ +   
6 2

1 3 1
الف( 2. )0/25( �

ب( 4. )0/25( بنا بر تعمیم اصل لانۀ کبوتری، تعداد کبوترها حداقل می‌بایست 
nk+1 باشد، پس

 m
n

m nk k k k=
=

= + → = + ⇒ = ⇒ + =22
71 22 7 1 3 1 4  �

در نتیجه حداقل 4 نفر در یک روز هفته به‌دنیا آمده‌اند.

. )0/25( توج�ه کنی�د ک�ه تع�داد تواب�ع یک‌به‌ی�ک از  !
!
= × × ×8 8 7 6 5

4
پ( 

m برابر است با: k( )≤ مجموعۀ m عضوی به مجموعۀ k عضوی 

m
kk

k m
!( )

( )!
=

−
�

ت( 2 . )0/25( هر عدد به پیمانۀ 3 یا هم‌نهشت صفر است یا هم‌نهشت 1 و یا 
n=3 در نظر می‌گیریم. بنابر اصل لانۀ  هم‌نهش�ت 2، بنابراین تعداد لانه‌ها را 

 n
m

m nk k=
=

= + → = +3
41 4 3 1 k k⇒ = ⇒ + =1 1 2 کبوتری داریم:�

22 )0/25( درس�ت.  پ(   )0/25( درس�ت.  ب(   )0/25( درس�ت.  ال�ف( 
ت( نادرس�ت. )0/25( توجه کنید که تع�داد توابع از یک مجموعۀ 3 عضوی به 

 . 34 یک مجموعۀ 4 عضوی برابر است با 
33

x y z xy xz yz

x y y z z xy xz yz yz  

x y z y z  .Swnj ½nH¼µÀ ½â nHq¬( ) ( )

+ + + − − ≥

⇔ + + + + + − − − ≥

⇔ + − + − ≥

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 4 0

2 2 2 2 0

0)0/5(

)0/25(

)0/25(

�

پس گزارۀ اولیه هم، همواره درست است.

3+ عددی گویا باشد:44 1 فرض می‌کنیم 

r  r2 ·H¼U

þ±i ÆoÎ IÄ¼¬ Ájkø: ( )+ = → + = 23 1 3 1)0/25(

r   (IÄ¼¬ Ájkø)= −23 1 )0/25( )r گویاست.(� )2 )توان دوم عدد گویا 

3 در تناقض اس�ت. )0/25( پس فرض خلف باطل  که با فرض گنگ بودن 
و حکم اثبات می‌شود. )0/25(

55a bq  = +1)0/25( توجه کنید که �
d a d bq  

a b d d bq bq
d b d bq 

d d  

| |
( , ) |

| |

|

⇒ += ⇒ ⇒ + −
⇒

⇒ =

1
1

1 1

)0/25(

)0/25(

)0/25(

�
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66.jnHj JH¼] ¾²jI÷¶( , ) |= ⇒3 17 17201 الف( �

    
    

      
    

   
       

 

        

− ⇒ ≡

−

−

17177201
7201 10

42368

40
34

61
51

10

�

در نتیجه

x x x x

x x k  
( , )
÷

=

≡ ⇒ ≡ ⇒ ≡ + ⇒ ≡

→ ≡ ⇒ = +

17 17 17 17

173
317 1

3 7201 3 10 3 17 10 3 27

9 17 9 )0/25(

)0/25( )0/25(

)0/25(

�

ب( ابتدا معادله را به صورت زیر می‌نویسیم:

x x x x x  − ≡ − ⇒ − ≡ ⇒ ≡
7 7 7
16 4 4 16 3 16 )0/25( �

1، این معادله دارای جواب است. بنابراین 16 ) و  , )=3 7 1 چون 

x x x

x x  

x x
( , )

≡

÷
=

≡ → ≡ ⇒ ≡ +

≡ → ≡

= +

77 7 716 2

7 73
3 7 1

3 16 3 2 3 7 2

3 9 3

7 3

)0/25(

)0/25(

)0/25(

�

دو عدد زمانی رقم یکان یکس�ان دارند که به پیمانۀ 10 با هم هم‌نهشت 77
باشند: بنابراین

x x x
( , )
÷
=

− ≡ + ⇒ ≡− →
10 10 2

210 25 11 7 1 2 12)0/25(
�

x x x x k− ≡≡− ⇒ ≡− → ≡ ⇒ = +
5

10
5 52 6 46 6 4 5 4)0/25( �

k می‌تواند زوج یا فرد باشد. بنابراین دو حالت در نظر می‌گیریم:

k q x q x q x  ( )= ⇒ = + ⇒ = + ⇒ ≡
10

2 5 2 4 10 4 4 )0/25( �
رقم یکان x، می‌تواند 4 باشد.

k q x q x q x  ( )= + ⇒ = + + ⇒ = + ⇒ ≡
10

2 1 5 2 1 4 10 9 9 )0/25( �
رقم یکان x، می‌تواند 9 باشد.

k=2 و ... به‌دست آورید باز هم   ، k=1 را به ازای k+5 4 توجه کنید که اگر 
به همین نتیجه می‌رسید.

88 a یعنی از ، GN a b c( ) { , }= ال�ف( 

 GN b a c( ) { , }= به b و c یال وجود دارد. 

یعن�ی از b ب�ه a و c یال وج�ود دارد. به همین 
ص�ورت ادام�ه می‌دهی�م و گراف ب�ه صورت 

مقابل رسم می‌شود.

q  ½pHkºH ÏIÄ jHk÷U= = =7 )0/25( ب( �

GN f f e d  [ ] { , , }= )0/25( پ( �
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