


پیشگفتار

سلام 
آرش عمید هستم. از عنوان کتاب یعنی »فرمول بیست« معلوم است که این کتاب برای 20 

شدن شما در هر آزمون تشریحی و با هر سطحی، نوشته شده است. این کتاب حاصل تجربۀ 

آزمون‌های نهایی مختلف در نظام قدیم و  25 سال تدریس من در درس هندسه و دیدن 

جدید آموزشی است. 

 در این کتاب مطالب به صورت زیر است:
1. در درسنامه، خط به خط کتاب درسی و همۀ تمرینات، کار در کلاس‌ها و فعالیت‌های کتاب 

درسی با ترتیب آموزشی آورده شده است.

در  کار  فعالیت‌ها،  تمرینات،  کل  درسی،  کتاب  خط  به  خط  عنوان  با  پایانی  تمرینات  در   .2

امتحانات  راهنمای معلم و سؤالات  کلاس‌های کتاب درسی، تمام تمرینات تکمیلی کتاب 

نهایی نظام جدید آمده است. 

3. در تمرینات تکمیلی، تمریناتی مشابه تمرینات کتاب درسی آمده است که شما را برای هر 

آزمونی آماده کند و تسلط شما را بر کتاب درسی تکمیل نماید. 

 

پیروز باشید

آرش عمید
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فصل اول

هندسۀ یازدهم

درس اول: مفاهیم اولیه 1

و زاویه‌ها در دایره )قسمت اول(

          دایره :   مجموعه نقاطی از صفحه است که از یک نقطۀ ثابت در آن صفحه به فاصلۀ مشخصی هستند. نقطۀ ثابت را 

C نشان می‌دهند. )مثلًا وقتی  O r( , ) مرکز دایره‌ و فاصلۀ مشخص را شعاع دایره‌ می‌گویند. دایرۀ C به مرکز O و شعاع r را با

O هستش و شعاعش برابر 3 هست.(  C یعنی یک دایره‌ داریم که مرکز اون نقطۀ O( , 3) �می‌گن 

گر در دایره مثلثی دیده شود که دو ضلع از آن، دو شعاع دایره باشد، حتماً آن مثلث، متساوی الساقین است و برابر قرار دادن زاویه‌های نظیر دو ساق،  نکته ا
کلید حل مسئله است. البته گاهی اوقات لازم است خودمان شعاع مناسبی را رسم کنیم تا مثلثی ایجاد شود و بتوانیم به خواسته مسئله برسیم.

 را به‌دست آورید.  در شکل مقابل، نقطۀ O مرکز دایره است. اندازۀ زاویۀ

O
D

A

B

C
E

��
20

�
60 �

60 20 180 100� � � �� �    AOB AOB AOB برابر است با:�  زاویۀ

100 180 2 80 40             مثلث AOB متساوی الساقین است، پس: �
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�
�

20

�
60

�
100 �
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              20 40 20 20     زاویۀ خارجی مثلث OBC است، پس:� زاویۀ

)تمرین 6 صفحۀ 17 کتاب درسی( �.  3 MA باشد، نشان دهید R گر وض است. ا C مفر O R( , )  در شکل زیر، دایرۀ

�

زاویۀ  و  بوده  متساوی‌الساقین   OAM مثلث  پس  است،   OA R MA  چون می‌کنیم.  وصل   A به   O از   
OA می‌باشد. زاویۀ OB R   است. از طرفی مثلث AOB نیز متساوی‌الساقین است زیرا AOM نیز برابر

OABOAB زاویۀ خارجی مثلث OAM است، پس:  OAB OBA          2 2 �

            2 3  زاویۀ خارجی مثلث BOM است، پس:�

          وضعیت نقطه‌ و دایره:   یک نقطه می‌تواند سه وضعیت نسبت به دایره‌ داشته باشد:

OA r A  .SwH ½oÄHj ·»nj گر نقطه‌ای درون دایره‌ باشد، فاصلۀ آن تا مرکز دایره‌ کم‌تر از شعاع دایره‌ است.� آ ا

گر نقطه‌ای روی دایره باشد، فاصلۀ آن تا مرکز دایره‌ برابر با شعاع دایره‌ است. ب ا

OB r B  .SwH ½oÄHj Á»n �
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گر نقطه‌ای بیرون دایره باشد، فاصلۀ آن تا مرکز دایره‌، بیش‌تر از شعاع دایره‌ است.  پ ا

OC r C  .SwH ½oÄHj ·»oÃM �

کنید.   جاهای خالی را با عبارت مناسب پر 
ون دایره باشد، فاصلۀ آن تا مرکز دایره .................... از .................... است.  گر نقطه‌ای بیر آ( ا

C برابر 3 باشد، آن‌گاه نقطۀ A .................... دایره است.  O( , )5 گر فاصلۀ نقطۀ A تا مرکز دایرۀ ب( ا
 آ( بیشتر - شعاع دایره

ب( درون

          اوضاع نسبی خط و دایره:   یک خط و یک دایره‌ با توجه به تعداد نقاط مشترکی که دارند می‌توانند سه وضعیت مختلف نسبت به هم داشته باشند:

آ خط و دایره‌ هیچ نقطۀ مشترکی ندارند.

�

ب خط و دایره‌ تنها یک نقطۀ مشترک دارند. در این حالت می‌گوییم خط بر دایره‌ مماس است.

�

پ خط و دایره‌ دو نقطۀ مشترک دارند و می‌گوییم خط و دایره‌ متقاطع‌ هستند. توجه کنید که در این حالت خط را نسبت به دایره‌ قاطع می‌نامیم. 

O

d

B

A

�

کنید.   جای خالی را با عبارت مناسب پر 
کم‌تر از شعاع دایره باشد، آن‌گاه خط و دایره .................... مشترک دارند.  گر فاصلۀ مرکز دایره تا خطی  ا

 دو نقطه

 H عمود می‌کنیم و پای عمود را d بر خط A ج از آن را در نظر بگیرید. از نقطۀ  فاصلۀ نقطه‌ از خط :  خط d و نقطۀ A خار        

�می‌نامیم. فاصلۀ نقطۀ A از خط d، برابر با طول پاره‌خط‌ AH است.

کنیم و پای عمود را H بنامیم، آن‌گاه فاصلۀ هر نقطۀ دیگری از خط d مانند B از  گر از نقطۀ A بر خط d عمود  نکته ا
�نقطۀ A بیش‌تر از فاصلۀ نقطۀ H از نقطۀ A است.

AB AH
�

گر فاصلۀ نقطۀ H روی خط d از نقطۀ A، کوچک‌تر از فاصلۀ سایر نقاط خط d از نقطۀ A باشد، می‌توان نتیجه گرفت که AH بر d عمود است. نتیجه ا
حالا که داستان فاصلۀ نقطه‌ از خط رو فهمیدیم بریم اوضاع نسبی خط و دایره‌ رو براساس فاصلۀ نقطه‌ از خط بررسی کنیم.

 d بر خط O که از نقطۀ گر نقطۀ H پای  عمودی باشد  C مفروض‌اند. ا O r( , )           اوضاع نسبی خط و دایره‌ از دیدگاه فاصلۀ نقطه‌ از خط:   خط d و دایرۀ
رسم می‌شود، آن‌گاه داریم:

گر فاصلۀ مرکز دایره‌ تا خط d از شعاع دایره‌ کم‌تر باشد، خط و دایره‌ دو نقطۀ مشترک دارند، یعنی متقاطع‌اند.  آ ا

Or

H

d

OH r  .kºHïÍöI£T¶ ½oÄHj » ôi

�
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گر فاصلۀ مرکز دایره‌ تا خط d برابر با شعاع دایره‌ باشد، خط و دایره‌ یک نقطۀ مشترک دارند، یعنی خط بر دایره‌ مماس است. ب ا

OH r  .SwH tIµ¶ ½oÄHj oM ôi

�

گر فاصلۀ مرکز دایره‌ تا خط d بیش‌تر از شعاع دایره‌ باشد، خط و دایره‌ هیچ نقطۀ مشترکی ندارند.  پ ا

OH r  .kºnHkº Â¨oTz¶ á¾õ£º ½oÄHj » ôi

�

کنید.  جای خالی را با عبارت مناسب پر 

گر خط و دایره یک نقطۀ مشترک داشته باشند، آن‌گاه فاصلۀ مرکز دایره تا خط .................... است.  ا

 برابر شعاع دایره

)فعالیت 1 صفحۀ 11 کتاب درسی( F بر هم عمودند.� OF و خط مماس بر دایره‌ در نقطۀ F مماس است. ثابت کنید شعاع C در نقطۀ d بر دایرۀ  فرض کنید خط

اثباتاثبات

ج از دایره‌ قرار دارد. بنابراین فاصلۀ آن تا مرکز دایره‌ بیش‌تر از شعاع دایره‌  هر نقطۀ دیگری غیر از F روی خط d مانند B خار

OB. از طرف دیگر نقطۀ F روی دایره‌ قرار دارد، بنابراین فاصله‌اش تا مرکز دایره‌ برابر با شعاع دایره  r خواهد بود؛ یعنی

گر بخواهیم  OF. بنابراین می‌توان گفت که نقطۀ F نزدیک‌ترین نقطۀ خط d به نقطۀ O می‌باشد. حال ا r است؛ یعنی

از O بر خط d عمود ‌ کنیم، از آن‌جایی که فاصلۀ O تا پای عمود، کوتاه‌ترین فاصلۀ نقاط خط d تا O خواهد بود، بنابراین 

پای عمود همان نقطۀ F می‌باشد. پس شعاع OF در نقطۀ F بر خط d، عمود خواهد بود.

OF عمود است. ثابت کنید این خط با دایره‌ فقط یک نقطۀ تماس دارد و بنابراین بر دایره‌  F بر شعاع d در نقطۀ  خط

)فعالیت 2 صفحۀ 11 کتاب درسی( مماس است.�

�

اثباتاثبات

 d بر خط OF بیش‌تر است )زیرا OF از مقدار شعاع دایره‌ یعنی O در نظر بگیریم، فاصله‌شان تا نقطۀ d روی خط B مانند F گر هر نقطۀ دیگری غیر از ا

که خط d بر دایره‌  گفت  ج از دایره‌ قرار دارند و خط و دایره‌ تنها در نقطۀ F با هم مشترک هستند. پس می‌توان  عمود است.(؛ بنابراین همۀ این نقاط خار

مماس است.

با توجه به دو مطلب قبلی میشه نتیجۀ پایینو گرفت:
گر این خط در نقطۀ تماس با دایره‌، بر شعاع گذرنده از نقطۀ تماس عمود باشد. گر و تنها ا نتیجه خط و دایره‌ بر هم مماس‌اند ا

C در نقطۀ M، بر شعاع OM عمود خواهد بود. بنابراین  O r( , ) که خط مماس بر دایرۀ می‌دانیم  C از نقطۀ M روی آن:                                                          O r( , )           رسم مماس بر دایرۀ

 M در نقطۀ OM رسم شود. )رسم خط عمود بر M عمود می‌کنیم تا خط مماس بر دایره‌ در نقطۀ OM بر M را رسم می‌کنیم و سپس در نقطۀ OM ابتدا شعاع

رو به کمک خط‌کش و پرگار در هندسه )1( دیده‌ایم. توجه کن نوشتن مراحل رسم در اینجا نیازی نیست.(

O

M
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پرسش‌های تشریحی مفاهیم اولیه و زاویه‌ها در دایره درس

1

خط‌به‌خط کتاب درسی

 جاهای خالی را با عبارت مناسب پر کنید. 

	1 .................... و فاصلۀ . را  .................... می‌نامند. نقطۀ ثابت  را  از یک نقطۀ ثابت در آن صفحه به فاصلۀ مشخص هستند  مجموعۀ نقاطی از صفحه که 

مشخص را .................... می‌گویند. 

	2 در ربع دایرۀ شکل مقابل مقدار x برابر .................... است. .

�
	3 اگر نقطه‌ای .................... دایره باشد، فاصلۀ آن تا مرکز دایره کم‌تر از .................... دایره است. .

	4 اگر نقطه‌ای بیرون دایره باشد، فاصلۀ آن تا .................... دایره .................... از شعاع دایره است. .

	5 OA باشد، آن‌گاه نقطۀ A .................... دایره است. .  5 C و نقطۀ A مفروض‌اند. اگر O( , )3 دایرۀ

	6 خط و دایره تنها یک نقطۀ مشترک دارند. در این حالت می‌گوییم خط و دایره .................... ..

	7 اگر خطی بر دایره‌ای مماس باشد، آن‌گاه خط و دایره .................... نقطه مشترک دارند. .

	8 در حالتی که خط و دایره دو نقطۀ مشترک دارند، خط را نسبت به دایره .................... می‌نامیم. .

	9 C، درون دایره است. در این صورت خط و دایره .................... نقطۀ مشترک دارند. . O r( , ) نزدیک‌ترین نقطۀ خط d از مرکز دایرۀ

.	10 اگر فاصلۀ مرکز دایره تا خط d برابر .................... باشد، خط بر دایره مماس است. 

.	11 )خرداد 1404( فاصلۀ مرکز دایره از یک خط، کمتر از شعاع آن دایره است. این خط و دایره ................... نقطۀ اشتراک دارند.�

.	12 اگر فاصلۀ نقطۀ B روی خط d از نقطۀ A، کوچک‌تر از فاصلۀ سایر نقاط خط d از نقطۀ A باشد، می‌توان نتیجه گرفت که .................... است. 

.	13 . .................... T و خط مماس در نقطۀ OT مماس است. در این صورت شعاع C O r( , ) خط d در نقطۀ T بر دایرۀ

 درستی یا نادرستی گزاره‌های زیر را مشخص کنید. 

.	14 اندازۀ شعاع دایره مقداری نامنفی است. 

.	15 فاصلۀ هر نقطه روی دایره تا مرکز آن، برابر شعاع دایره است. 

.	16 OB باشد. OA C(O,R)مماس است. نقطه‌ای مانند B روی خط d وجود دارد که خط d در نقطۀ A بر دایرۀ

.	17 اگر خطی با دایره یک نقطۀ مشترک داشته باشد، خط را نسبت به دایره قاطع می‌گوییم. 

.	18 اگر خط d بر دایرۀ C در نقطۀ A مماس باشد، آن‌گاه OA و d برهم عمودند. 

.	19 C مماس است.  O r( , ) اگر خط d بر شعاع OA عمود باشد، آن‌گاه خط بر دایرۀ

.	20 اگر خط d در نقطۀ B بر شعاع OB عمود باشد، تعداد نقاط مشترک خط و دایره، هیچ، یک یا دو خواهد بود. 

.	21 C از r بزرگ‌تر باشد، خط و دایره هیچ نقطۀ مشترکی ندارند.  O r( , ) اگر فاصلۀ نزدیک‌ترین نقطه از خط d تا مرکز دایره

 مسائل

.	22  .  3 MA باشد، نشان دهید R C مفروض است. اگر O R( , ) در شکل مقابل، دایرۀ

)تمرین 6 صفحۀ 17 کتاب درسی( �
O

A

B

M
��

�
.	23 وضعیت یک نقطه و دایره را با رسم شکل بررسی کنید. 

.	24 وضعیت یک خط و یک دایره را از نظر تعداد نقاط مشترک با رسم شکل بررسی کنید. 

.	25 نقطۀ A خارج از خط d قرار دارد. روش به‌دست آوردن فاصلۀ نقطۀ A از خط d را توضیح دهید. 

.	26 برای به‌دست آوردن فاصلۀ نقطۀ A از خط d، فاصلۀ نقطۀ A را از نقطۀ H روی خط d محاسبه می‌کنیم. توضیح دهید که نقطۀ H چگونه تعیین می‌شود؟

.	27 وضعیت یک خط و یک دایره را از نظر فاصلۀ مرکز دایره تا خط با رسم شکل بررسی کنید. 

.	28 )فعالیت 2 صفحۀ 11 کتاب درسی( خط d در نقطۀ F بر شعاع OF عمود است. ثابت کنید این خط بر دایره مماس است. �
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.	29 )فعالیت 1 صفحۀ 11 کتاب درسی( خط d بر دایرۀ C در نقطۀ F مماس است. ثابت کنید شعاع OF و خط مماس در نقطۀ F بر هم عمودند. �

.	30 C قرار دارد. چگونه می‌توان خط مماس بر دایره در نقطۀ M را رسم کرد؟ O r( , ) نقطۀ M روی دایرۀ

تمرینات تکمیلی

 درستی یا نادرستی گزاره‌های زیر را مشخص کنید. 

.	31 C از نقطۀ A برابر 5 است. در این صورت نقطۀ A بیرون دایرۀ C قرار دارد.  O( , )3 فاصلۀ دورترین نقطۀ دایرۀ

.	32  درون دایره است.
ً
اگر نسبت فاصلۀ دورترین نقاط دایره تا نقطۀ A به نزدیک‌ترین نقاط دایره تا نقطۀ A برابر 9 باشد، نقطۀ A حتما

.	33  درون دایره است. 
ً
اگر فاصلۀ دورترین و نزدیک‌ترین نقاط دایره از نقطه A به ترتیب 12 و 2 باشد، نقطۀ A حتما

 جاهای خالی را با عبارت مناسب پر کنید. 

.	34 ))C قرار دارد.  , ) , )1 1 2 )A .................... دایرۀ , )3 2 نقطۀ

.	35 OA باشد، اختلاف بیش‌ترین و کم‌ترین فاصلۀ نقطۀ A تا نقاط دایره برابر .................... است.   5 C مفروض‌اند. اگر O( , )3 نقطۀ A و دایرۀ

.	36 C قرار دارند، در ناحیه‌ای به مساحت .................... قرار دارند.  O( , )3 C و درون O( , )1 مجموعۀ نقاطی که بیرون دایرۀ

.	37 OA باشد، فاصلۀ نقطۀ A از مرکز دایره برابر .................... است.  r » »ï4 7 C تا نقطۀ A به ترتیب O r( , ) اگر فاصلۀ دورترین و نزدیک‌ترین نقاط دایرۀ

.	38 OA است. اگر فاصلۀ دورترین نقطۀ دایره تا A برابر 15 باشد، اندازۀ شعاع دایره برابر .................... است.   6 در شکل مقابل O مرکز دایره و

O

A �

 را برحسب درجه به‌دست آورید.   در شکل‌های زیر، نقطۀ O مرکز دایره است. اندازۀ زاویۀ

.	39
O

C

BD

E

A�

�
30


BA

O

�

�
20

C

E
D

檴㊤ 翺쐴䔵
O

B

C

A

K

E
D

�
30

�
55

�

.	43 5 است. اگر نقطۀ A درون دایره باشد، محدودۀ x را به‌دست آورید.  2 x ,C(O برابر )4 فاصلۀ نقطۀ A از مرکز دایره

.	44 6 است. اگر نقطۀ A بیرون دایرۀ C نباشد، مجموع مقادیر صحیح x را به‌دست آورید.   x C برابر O( , )4 فاصلۀ نقطۀ A از مرکز دایرۀ

.	45 OB باشند، مقدار x را به‌دست آورید.   x x  3 7 62 OA و x x  2 5 10 ,C(O قرار دارند. اگر )4 نقاط A و B روی دایرۀ

.	46 x7 است. حدود x را طوری تعیین کنید که: C برابر O x( , )3 3 فاصلۀ نقطۀ A از مرکز دایرۀ

A بیرون دایره باشد.  ب( نقطۀ  		 A درون دایره باشد.  آ( نقطۀ 
.	47 ,C(O برابر 7 است. فاصلۀ دورترین و نزدیک‌ترین نقاط دایره تا نقطۀ A را به‌دست آورید.  )4 فاصلۀ نقطۀ A از مرکز دایرۀ

.	48 را  دایره  شعاع  اندازۀ  باشد،   4 برابر  دایره  نقاط  تا   A نقطۀ  فاصلۀ  کم‌ترین  اگر  است.  دایره  شعاع  برابر   2 5/ دایره نقاط  تا   A نقطۀ  فاصلۀ  بیش‌ترین 

به‌دست آورید. 

.	49 C از نقطۀ A به ترتیب برابر 3 و 11 است. مقادیر ممکن برای شعاع دایره را به‌دست آورید.  O r( , ) کم‌ترین و بیش‌ترین فاصلۀ نقاط دایرۀ

.	50 ,C(O قرار دارد و دایرۀ C را در دو نقطه قطع می‌کند. مجموع مقادیر طبیعی x را به‌دست آورید.  )3 10 از مرکز دایرۀ  x خط d به فاصلۀ

.	51 d1 بر دایره مماس باشد، وضعیت  OH است. اگر a2 5  OH و a1 8  d2 به ترتیب برابر d1 و C تا خطوط a(O, )3 2 فاصلۀ مرکز دایرۀ

d2 و دایرۀ C را تعیین کنید.  خط

.	52 C از خط d برابر 10 است. کم‌ترین و بیش‌ترین فاصله نقاط دایره تا خط d را به‌دست آورید.  O( , )6 فاصلۀ مرکز دایرۀ
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فصل اول

هندسۀ یازدهم

درس اول:  مفاهیم اولیه و 1

زاویه‌ها در دایره )قسمت دوم(

یف در دایره:   ابتدا به بررسی چند تعریف در دایره‌ می‌پردازیم که آن‌ها را در دورۀ اول دبیرستان دیده‌اید.           چند تعر

11 شعاع دایره: به پاره‌خطی که یک سر آن مرکز دایره‌ و سر دیگر آن نقطه‌ای روی دایره‌ باشد، شعاع دایره‌ می‌گویند. شعاع دایره‌ 
�را معمولًا با حرف r نمایش می‌دهند. 

22 وتر دایره: پاره‌خطی که دو سر آن روی دایره‌ باشد را یک وتر از دایره‌ می‌گویند.
�

33 قطر دایره: وتری از دایره‌ که از مرکز دایره عبور می‌کند را قطر دایره‌ می‌گویند. قطر دایره،‌ بزرگ‌ترین وتر دایره‌ است و اندازۀ آن 
دو برابر اندازۀ شعاع دایره است. 

�

2، طول بزرگ‌ترین وتر  برابر 14 می‌باشد. مقدار x را به‌دست آورید.  3x   در دایره‌ای با شعاع

 می‌دانیم بزرگ‌ترین وتر دایره، قطر دایره است و قطر دایره دو برابر شعاع دایره می‌باشد. پس: 

2 2 3 14 4 6 14 4 20 5( )x x x x         �

که میان دو نقطه‌ از آن  44 کمان دایره: کمان دایره‌ شامل دو نقطه‌ روی دایره‌ و تمام نقاط بین آن دو نقطه‌ است. به عبارت دیگر، به قسمتی از محیط‌ دایره‌ 
محدود شده است، کمان می‌گویند.

کمان بزرگ‌تر را با نقطه‌ای  AB و  کوچک‌تر را با کمان  که معمولًا  کمان روی دایره‌ ایجاد می‌کنند  گر دو نقطۀ A و B روی دایره‌ قرار داشته باشند، دو  توجه ا

ACB نمایش می‌دهند. کمکی مانند C به‌صورت

�

از دایره‌ است. مثلًا در شکل  که رأس‌ آن بر مرکز دایره‌ منطبق باشد و دو ضلع آن دو شعاع  55 زاویۀ مرکزی: زاویه‌ای است 
AOB یک زاویۀ مرکزی است. �مقابل

AOB است.  AB نیز کمان روبه‌رو به زاویۀ مرکزی  AB نامیده می‌شود. هم‌چنین کمان AOB زاویۀ مرکزی روبه‌رو به کمان توجه زاویۀ 

O

M

N

r

r
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 درجه باشه، حتماً زاویۀ  66 اندازۀ کمان: اندازۀ کمانAB با اندازۀ زاویۀ مرکزی روبه‌رو به آن برحسب درجه برابر است. )واضحه که اگه اندازۀ کمانAB برابر
 درجه هستش.( مرکزی روبه‌رو به اونم

      
AOB AB� �   

�

180 است. 2 نیم‌دایره،‌ کمانی با اندازۀ 360 است.	 1 یک دایره‌، کمانی با اندازۀ نتیجه 

	 	

AC چند درجه است؟   در شکل زیر، ‌Oمرکز دایره است. اندازۀ کمان

�

AOB زاویۀ مرکزی است، پس اندازۀ آن با کمان مقابلش برابر است:   زاویۀ

AOB AB x x x� � � � � � � � �          70 5 15 5 70 15 85 85
5 17 �

AOC AC x AC AC
x� � � �� � � �

�

      


2 30 2 17 30 64
17

''''" ( ) AOC نیز  زاویۀ مرکزی است، پس: � از طرفی زاویۀ

BC را به‌دست آورید. � BCA هستند. اندازۀ کمان  200 ABC و  190  در شکل مقابل

AC CB BA� � � �   360 360 است، پس: �  می‌دانیم یک دایره کمانی با اندازۀ

از طرفی داریم: 

ABC AB BC

BCA BC AC
AB BC

� � �

� � �
� �

� �

� �

   

   






  

190 190

200 200
BBC AC� � �  390 ''''''''''''''''''"AB BC AC

BC BC
� � � � � �

�
� �  

   
360 360 390 30 �

�

کمان‌های دایره‌ با شعاع‌های مختلف می‌توانند اندازه‌های برابری داشته باشند ولی طول آن‌ها برابر  کمان علاوه بر اندازه، دارای طول نیز هست.  نکته هر 
نباشد و یا می‌توانند طول‌های برابر داشته باشند ولی اندازۀ آن‌ها برابر نباشد. )اندازۀ کمان برحسب درجه و طول آن برحسب واحد طول مثلًا متر، سانتی‌متر و ... 

 با هم برابر و مساوی60 است اما واضح است که طول‌های آن‌ها برابر نیست. A B  و A B ،AB می‌باشد.( مثلًا در شکل زیر، اندازۀ کمان‌های

 است، به‌صورت مقابل به‌دست می‌آید. C که روبه‌روی زاویۀ مرکزی با اندازۀ R(O, ) 77 طول کمان: طول کمان AB از دایرۀ
L R

 

180
�
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اثباتاثبات

2R است، پس به کمک تناسب زیر داریم: می‌دانیم دایره‌ کمانی با اندازۀ360 درجه و طول

        

½pHkºH Ï¼ö

360 2 


R
L
''''''''''''"

¸Ãõw» ¸ÃÎoö

L R  360 2      L R 2
360

 L R  
180

�

، در کار در کلاس 3 صفحۀ 12 کتاب درسی پرسیده شده. ABتوجه کن که نحوۀ به‌دست آوردن طول کمان

)کار در کلاس 2 صفحۀ 12 کتاب درسی(  را به‌دست آورید. � A B AB و O مرکز دایره‌‌ها می‌باشد. اندازه و طول کمان‌های  در شکل زیر،

�

 برابر هستند با: A B 60 می‌باشد. اما طول کمان‌های AB و  برابر زاویۀ مرکزی مقابل آن‌ها است، پس اندازۀ آن‌ها برابر A B  اندازۀ کمان‌های AB و

L R
L

L

AB

AB

 
   

   









  

 
 

 180

1 60
180 3

2 60
180

2
3

�

�
�

�

�
�

�

�

88 قطاع دایره‌: ناحیه‌ای از درون و روی دایره‌ را، که به دو شعاع دایره‌ و آن دایره‌ محدود است، یک قطاع دایره‌ می‌نامند.
�

 باشد، مساحت قطاع به‌صورت زیر به‌دست می‌آید: C برحسب درجۀ R(O, ) گر زاویۀ مرکزی قطاعی از دایرۀ  مساحت قطاع: ا

S R  2

360 �

اثباتاثبات

R2 است، پس: می‌دانیم دایره قطاعی با زاویۀ مرکزی360 و مساحت

         

Áq¨o¶ â¾Ä»Hp SeIv¶

360 360
2 2





 R

S
R S       S R  2

360
�

O مرکز دایره‌ با شعاع 5 است. مساحت ناحیۀ رنگی را به‌دست آورید.  در شکل مقابل،

      �

360 است، پس: 120 240     زاویۀ مرکزی قطاع رنگی برابر

S R S       2 2

360
5 240
360

50
3





( ) �

می‌تونستیم مساحت ناحیۀ غیررنگی رو به‌دست بیاریم و از مساحت دایره‌ کم کنیم.

99 قطعۀ دایره‌: در یک دایره، ناحیۀ محصور به یک وتر و کمان متناظرش را قطعه می‌گوییم. �



14

|   هندسه  2   |

 مساحت قطعه: برای به‌دست آوردن مساحت قطعه، باید مساحت مثلث متساوی‌الساقین OAB را از مساحت قطاع کم کنیم. �

S S S S R R sin
OAB

¾÷õ¤ ÌIõ¤ ¾÷õ¤
    

  
2 2

360
1
2

	

)تمرین 8 صفحۀ 23 کتاب درسی(  در شکل مقابل، O مرکز دایره به شعاع 4 است. مساحت ناحیۀ رنگی را به‌دست آورید. �

S S S S
OAB

¾÷õ¤ ÌIõ¤ ¾÷õ¤
   


     

 ( ) sin4 60
360

1
2 4 60 8

3
1
2

2
2





 44 3
2

2  ( ) � 

  S
¾÷õ¤

8
3 4 3 ��

        اثبات‌های کتاب درسی به کمک زاویۀ مرکزی:

)فعالیت 1 صفحۀ 13 کتاب درسی( C با هم برابر باشند، آن‌گاه وترهای AB و CD هم با یکدیگر برابرند. � O r( , ) گر دو کمان AB و CD از دایرۀ 1 ا

اثباتاثبات

O برابرند، پس دو مثلث  2 O و AB است، پس زوایای مرکزی مقابل آن‌ها یعنی1 CD  از مرکز دایره‌ به دو سر وترهای AB و CD وصل می‌کنیم. چون

AOB و COD به حالت )ض ز ض( همنهشت هستند:

      

O O
OA OD r
OB OC r

OB COD

 1 2
 
 










''''''"
Æ p Æ

A
 

�

AB می‌باشد. CD بنابراین اجزای متناظر دو مثلث‌ با هم برابرند، پس

)فعالیت 2 صفحۀ 13 کتاب درسی( گر دو وتر AB و CD در یک دایره‌ با هم برابر باشند، آن‌گاه کمان‌های نظیر این دو وتر نیز با هم برابرند.� 2 ا

اثباتاثبات

از مرکز دایره‌ به دوسر وترهای AB و CD وصل می‌کنیم. دو مثلث AOB و COD به حالت )ض ض ض( همنهشت هستند:

      

OA OC r
OB OD r
AB CD

OB COD
 
 










''''''"
Æ Æ Æ

A
 

�

پس هستند،   CD و  ABکمان‌های به  رو  مرکزی  زوایای   O2 و  O1چون می‌باشد؛   O O 1 2 پس برابرند،  هم  با  مثلث‌  دو  متناظر  اجزای  بنابراین 

AB می‌باشد. CD 

3 در هر دایره‌، قطر عمود بر هر وتر، آن وتر و کمان نظیرش را نصف می‌کند.

)فعالیت 3 صفحۀ 13 کتاب درسی( �
�

اثباتاثبات

از مرکز دایره‌ به دو سر وتر AB وصل می‌کنیم و داریم:

      
OA OB r
OH OH

 




  ¥oTz¶ Í±ò

Í±ò ¦Ä » oU» 

( )
'''''''''''''''''"

ÁÁoMHoM

OHA OHB
 

 �

چون می‌باشد.   O O 1 2 و  AH BH جمله از  برابرند،  هم  با  آن‌ها  متناظر  اجزای  پس  هستند،  همنهشت   OHB و   OHA مثلث‌های  چون 

BD نیز برابر  AD و O2 برابرند، پس کمان نظیر آن‌ها یعنی AH است، پس قطر CD وتر AB را نصف کرده است و چون زوایای مرکزیO1 و BH

کرده است. می‌باشند، پس قطر CD کمان AB را نیز نصف 
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)فعالیت 4 صفحۀ 13 کتاب درسی( گر قطری از دایره‌، وتری را نصف کند، آن‌گاه بر آن وتر عمود بوده و کمان نظیر آن را نیز نصف می‌کند.� 4 ا

اثباتاثبات

AH می‌باشد و داریم: BH از مرکز دایره‌ به دو سر وتر AB وصل می‌کنیم. چون CD وتر AB را نصف کرده است، پس

        
OA OB r
AH BH
OH OH

HO BHO
 












( )

A
¥oTz¶ Í±ò

Æ Æ Æ

'''''''"

 
�

چون  می‌باشد.   H H 1 2 و  O O 1 2 جمله از  برابرند،  هم  با  آن‌ها  متناظر  اجزای  بنابراین  هستند،  همنهشت   BHO و   AHO مثلث‌های  چون 

کرده است. از طرفی چون کمان نظیر وتر AB را نصف   CD برابرند؛ بنابراین BD AD و کمان مقابل آن‌ها یعنی O2 برابرند، پس  زوایای مرکزیO1 و

H می‌باشد، بنابراین قطر CD بر وتر AB عمود است. H� � �1 2 90  ، پس H H 1 2 H و H� � �1 2 180 

)فعالیت 5 صفحۀ 13 کتاب درسی( گر قطری از دایره‌ کمانی را نصف کند، آن‌گاه این قطر بر وتر نظیر آن کمان عمود است و آن را نصف می‌کند.� 5 ا

اثباتاثبات

AD می‌باشد. حال از مرکز دایره‌ به دو سر وتر AB وصل  BD  وتر نظیر کمانAB را رسم می‌کنیم. چون قطر CD کمانAB را نصف کرده است، پس

O2 با هم برابرند، پس: BD یعنیO1 و AD می‌باشد، پس زوایای مرکزی مقابلِ کمان‌هایAD و BD  می‌کنیم. چون

         

OA OB r

O O
OH OH

HO BH

 













 1 2
( )

A
¥oTz¶ Í±ò

Æ p Æ

'''''''"

 
OO �

 AH BH H می‌باشد. چون H 1 2 AH و BH چون دو مثلث AHO و BHO همنهشت هستند، بنابراین اجزای متناظر آن‌ها با هم برابرند، یعنی

 H H� � �1 2 90  H می‌باشند، پس H 1 2 H و H� � �1 2 180  است، پس قطر CD وتر نظیر کمانAB یعنی وتر AB را نصف کرده است. از آن‌جایی‌که

بوده و این یعنی قطر CD بر وتر نظیر کمانAB یعنی وتر AB عمود است.

 AB را داشته باشیم، خط گذرنده از وسط کمان و وسط وتر، قطر دایره‌ است که بر وتر AB و کمان AB گر نقاط وسط وتر نتیجه با توجه به اثبات‌های فوق، ا

)فعالیت 6 صفحۀ 13 کتاب درسی( عمود است.�

          فاصلۀ مرکز دایره‌ تا وتر AB : می‌دانیم فاصلۀ نقطۀ O از وتر AB برابر طول عمود OH است. چون OH بر وتر AB عمود است، 

گر از O به B وصل کنیم، به کمک مثلث‌ قائم‌الزاویۀ رنگی می‌توانیم طول OH یعنی فاصلۀ مرکز  پس H وسط وتر AB می‌باشد. حال ا

�دایره‌ تا وتر AB را به‌دست آوریم. به مثال‌های زیر توجه کنید.

AB را به‌دست آورید. AB برابر 10 می‌باشد. فاصلۀ مرکز دایره‌ تا وتر ,C(O، طول وتر )13  در دایرۀ

AH می‌باشند. حال از O به B وصل می‌کنیم.  HB  10
2 5  از مرکز دایره‌ بر وتر AB عمود می‌کنیم. می‌دانیم OH وتر AB را نصف می‌کند. پس

در مثلث‌ قائم‌الزاویۀ OHB به کمک قضیۀ فیثاغورس داریم:

             OB OH HB OH2 2 2 2 2 213 5          OH OH2 169 25 144 12 �

ممکنه به جای شعاع دایره‌ یا طول وتر، اندازۀ کمان متناظر با وتر رو بدن. سؤال بعدیو ببین.
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)تمرین 7 صفحۀ 17 کتاب درسی( AB را به‌دست آ‌ورید.� O از وتر AB. فاصلۀ  10 AB و  60 ،C O R( , )  در دایرۀ

 از O بر  وتر AB عمود کرده و امتداد می‌دهیم تا کمانAB را در نقطۀ C قطع کند. می‌دانیم OC وتر AB و کمانAB را نصف می‌کند، پس:

           AH BH  10
2 5 �

 AC BC� � � �  60
2 30 �

O می‌باشد. حال در مثلث‌ قائم‌الزاویۀ OHB داریم: BC� � �1 30  BC است، پس از O به B وصل می‌کنیم. زاویۀO1 زاویۀ مرکزی رو به کمان

tan tanO BH
OH OH OH

� �1 30 5 3
3

5        OH 3 5
3

5 3 �

.OH OH  گر گر و تنها ا AB ا CD C در شکل مقابل مفروض است.  R(O, )           وترهای نامساوی : دایرۀ

)تمرین 8 صفحۀ 17 کتاب درسی(                �

گـر« صحبت کنم. عبـارت »اگر و تنهـا اگر« یعنی این‌کـه قضیه یک قضیۀ دو شـرطیه، یعنی  قبـل از خونـدن اثبـات، اینـو بخـون. میخـوام درمـورد »اگر و تنها ا
OH« نشـون بدیم که OH  OH« هسـتش و بار دیگـه باید بـا فـرض » OH  « ثابـت کنیم کـه» AB CD  بـرای اثبـات یـه بـار بایـد بـا فـرض »

« هستش. AB CD «

اثباتاثبات

H وسط CD می‌باشد، پس: AB باشد. از O به B و C وصل می‌کنیم. می‌دانیم H وسط AB و CD حالت اول فرض می‌کنیم

AB CD AB CD BH CH     2 2 �

OCH داریم: حال به کمک قضیۀ فیثاغورس در مثلث‌های OHB و

     OB OH BH R OH BH2 2 2 2 2 2       BH R OH2 2 2 �

OC OH CH R OH CH2 2 2 2 2 2             CH R OH2 2 2 �

BH می‌باشد و داریم: CH2 2  BH است، پس CH چون

R OH R OH OH OH OH OH2 2 2 2 2 2 2 2              OH OH �

OCH داریم: O به B و C وصل می‌کنیم. به کمک قضیۀ فیثاغورس در مثلث‌های OHB و OH باشد. از OH  حالت دوم فرض می‌کنیم

       OB OH BH R OH BH2 2 2 2 2 2       OH R BH2 2 2 �

OC OH CH R OH CH2 2 2 2 2 2             OH R CH2 2 2 �

OH می‌باشد و داریم: OH2 2  OH است، پس OH  چون

R BH R CH BH CH2 2 2 2 2 2              BH CH BH CH2 2 �

H وسط وتر CD است، پس: می‌دانیم H وسط وتر AB و
BH CH BH CH AB CD    

'''"
2 2 2 �

تو امتحانا یک حالت رو ازتون می‌پرسن.
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مفاهیم اولیه و زاویه‌ها در دایره پرسش‌های تشریحی درس

1
خط‌به‌خط کتاب درسی

 جاهای خالی را با عبارت مناسب پر کنید. 

.	53 به پاره‌خطی که یک سر آن مرکز دایره و سر دیگر آن نقطه‌ای روی دایره باشد .................... دایره می‌گویند. 

.	54 پاره‌خطی که دو سر آن روی دایره باشد را .................... می‌گویند. 

.	55 بزرگ‌ترین وتر دایره را .................... می‌گویند. 

.	56 وتری از دایره که از .................... عبور می‌کند را قطر دایره می‌‌گویند. 

.	57 به قسمتی از محیط دایره که میان دو نقطه از آن محدود شده است .................... می‌گویند. 

.	58 واحد اندازه‌گیری اندازۀ  کمان ........................... می‌باشد.
.	59 به زاویه‌ای که رأس آن بر مرکز دایره منطبق باشد و دو ضلع آن دو شعاع از دایره باشد .................... می‌گویند. 
.	60 ناحیه‌ای از درون و روی دایره که به دو شعاع دایره و آن دایره محدود است .................... دایره می‌گویند. 
.	61 در هر دایره، قطر عمود بر وتر، آن وتر را .................... می‌کند. 
.	62 اگر نقاط وسط وتر AB و کمان AB را داشته باشیم، خط گذرنده از وسط وتر AB و وسط کمان AB، .................... است. 
.	63 15 برابر ......................... است. C، طول کمان روبه‌رو به زاویۀ محاطی O( , )6 در دایرۀ 
.	64 C، شعاع‌های OA و OB برهم عمودند. طول کمان AB برابر .................... است. O( , )4 در دایرۀ
.	65 120 برابر .................... است.  ,C(O با زاویۀ مرکزی )9 مساحت قطاعی از دایرۀ

 درستی یا نادرستی گزاره‌های زیر را مشخص کنید. 

.	66 اندازۀ قطر دایره دو برابر اندازۀ شعاع دایره است.  
.	67 پاره‌خط  AB که از دو نقطۀ متمایز از دایره می‌گذرد را وتر دایره می‌گوییم.
.	68 اندازۀ زاویۀ مرکزی نصف اندازۀ کمان روبه‌رو به آن است. 
.	69 )خرداد 1404( در هر دایره، طول یک کمان، برابر با اندازۀ زاویۀ مرکزی مقابل به آن کمان است.�
.	70 نیم‌دایره کمانی با طول180 است. 
.	71 L است.  R  

360
 می‌باشد برابر C که روبه‌رو به زاویۀ مرکزی با اندازۀ O R( , ) طول کمان AB از دایرۀ

.	72 کمان‌های دایره با شعاع‌های مختلف می‌توانند اندازه‌های برابری داشته باشند ولی طول آن‌‌ها برابر نباشد. 
.	73 در هر دایره قطر عمود بر هر وتر، کمان نظیر آن وتر را نصف می‌کند. 
.	74 خط شامل وسط یک وتر و وسط کمان نظیر با آن، قطر دایره است.

.	75 S به‌دست می‌آید.  R  2

180
 از رابطۀ C با زاویۀ مرکزی O R( , ) مساحت قطاعی از دایرۀ

.	76 9 است.  120 برابر در دایره‌ای به شعاع 6، مساحت قطاعی با زاویۀ مرکزی

 مفاهیم زیر را تعریف کنید. 

.	77 78	.شعاع دایره وتر دایره 

.	79 80	.قطر دایره کمان دایره

.	81 82	.زاویۀ مرکزی قطاع دایره

.	83 قطعۀ دایره 

 مسائل

.	84 )کار در کلاس 2 صفحۀ 12 کتاب درسی(  را به‌دست آورید. � A B در شکل زیر، O مرکز دایره‌ها می‌باشد. اندازه و طول کمان‌های AB و

�
.	85 )تمرین 7 صفحۀ 17 کتاب درسی( AB، فاصلۀ O از وتر AB را به‌دست آورید. �  10 AB و  60  ،C O R( , ) در دایرۀ

.	86 5 باشد، طول کمان AB را به‌دست آورید. � 3 C برابر 10 است. اگر فاصلۀ وتر AB تا مرکز دایره برابر O R( , ) طول وتر AB در دایرۀ
)تمرینات تکمیلی کتاب راهنمای معلم( �
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.	87 )تمرین 8 صفحۀ 23 کتاب درسی( در شکل زیر، O مرکز دایره به شعاع 4 است. مساحت ناحیۀ رنگی را به‌دست آورید. �

O
۴

۴ �
60

A

B

�
.	88 )تمرینات تکمیلی کتاب راهنمای معلم( در شکل زیر شعاع دایره 4 و شش‌ضلعی، منتظم است. مساحت قسمت رنگی را به‌دست آورید.�

O

�
.	89 L به‌دست می‌آید.  )کار در کلاس 3 صفحۀ 12 کتاب درسی(  R  

180
 است از رابطۀ C که روبه‌روی زاویۀ مرکزی با اندازۀ O R( , ) نشان دهید طول کمان AB از دایرۀ

.	90 S به‌دست می‌آید.  R  2

360
 است از رابطۀ C که روبه‌رو به زاویۀ مرکزی با اندازۀ O R( , ) نشان دهید مساحت قطاع از دایرۀ

)کار در کلاس 3 صفحۀ 12 کتاب درسی(  �
.	91 )فعالیت 1 صفحۀ 13 کتاب درسی(  C با هم برابر باشند، آن‌گاه وترهای AB و CD هم با یکدیگر برابرند.« � O r( , ) CD از دایرۀ AB و  ثابت کنید »اگر دو کمان
.	92 )فعالیت 2 صفحۀ 13 کتاب درسی(  ثابت کنید »اگر دو وتر AB و CD در یک دایره با هم برابر باشند، آن‌گاه کمان‌های نظیر این دو وتر نیز با هم برابرند.« �
.	93 )فعالیت 3 صفحۀ 13 کتاب درسی - خرداد 1403(  ثابت کنید »در هر دایره، قطر عمود بر هر وتر، آن وتر و کمان نظیرش را نصف می‌کند.« �
.	94 )فعالیت 4 صفحۀ 13 کتاب درسی( ثابت کنید »اگر قطری از دایره، وتری را نصف کند آن‌گاه بر آن وتر عمود بوده و کمان نظیر آن را نیز نصف می‌کند.« �
.	95 )فعالیت 5 صفحۀ 13 کتاب درسی( ثابت کنید »اگر قطری از دایره کمانی را نصف کند، آن‌گاه این قطر بر وتر نظیر آن کمان عمود است و آن را نصف می‌کند.« �
.	96 AB است.  CD OH باشد آن‌گاه OH  C در شکل مقابل مفروض است. نشان دهید اگر O R( , ) دایرۀ

O

A H B

C

D

�H �
.	97 OH است.  OH  AB آن‌گاه CD Cدر شکل زیر مفروض است. نشان دهید اگر O R( , ) دایرۀ

  �.	98 6 است. مقدار x را به‌دست آورید.  2x ، طول بزرگ‌ترین وتر 10 در دایره با شعاع

.	99 )تمرینات تکمیلی کتاب راهنمای معلم( در دایره‌های زیر  اندازۀ هر کمان در کنار آن نوشته شده است. مقدار x را به‌دست آورید. �

� �
x4 120

B

A

C

� �
x2 10� �

x3 20

)ب(

x3
x2

x4

B

A

C

)آ(
تمرینات تکمیلی

 را برحسب درجه به‌دست آورید.  O مرکز دایره است. مقدار  در شکل‌های زیر،
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9.	10 O
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   0.	11           1.	11 O
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2.	11    3.	11
O �
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5.	11 O
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B

�
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 6.	11 O

�
BA

۵

5 2

          

7.	11  چند درجه است؟ 2 واحد باشد، زاویۀ AB برابر در شکل مقابل O مرکز دایره است. اگر طول کمان

O

�

A

B5
�8.	11 6 است. طول شعاع دایره را به‌دست آورید.  108 در دایره‌ای برابر طول کمان متناظر با زاویۀ مرکزی

9.	11 AC باشد، طول کمان EF را به‌دست آورید.   4 35 برابر طول کمان AB است. اگر ،CD مرکز دایره‌ها و طول کمان O ،در شکل زیر

�

0.	12 20 باشد، مساحت دایرۀ  در شکل زیر، O مرکز هر دو دایره است. اگر عدد محیط و مساحت ناحیۀ رنگی برابر

بزرگ‌تر را به‌دست آورید.

�1.	12 در شکل زیر، O مرکز نیم‌دایره و M مرکز ربع دایره به شعاع 6 است. مساحت ناحیۀ رنگی را به‌دست آورید.

�

2.	12 Aدر شکل مقابل، O مرکز دایره است. مساحت ناحیۀ رنگی را به‌دست آورید. 

B

O

5
72

�

�

3.	12 8 است. مساحت ناحیۀ رنگی را به‌دست آورید.  3 در شکل زیر، نیم‌دایره به قطر

A B

C

8 3

60
� �

4.	12 در شکل زیر، O مرکز نیم‌دایره به شعاع 6 است. مساحت ناحیۀ رنگی را به‌دست آورید.

�

5.	12 3 برابر است. زاویۀ مرکزی قطاع در دایرۀ کوچک‌تر  2 در دایره‌ای با شعاع 6 مساحت قطاع با زاویۀ مرکزی60 با مساحت قطاع در دایره‌ای با شعاع

را به‌دست آورید. 

6.	12 OC است. اگر مساحت ناحیۀ رنگی 15 باشد، مساحت  AC 2 O مرکز دایره‌ها و در شکل مقابل، 

قطاع COD را به‌دست آورید. 
�

O

A B

C D
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7.	12 5 باشد، مساحت  OC است. اگر طول کمان AB برابر  4 OA و  6 در شکل زیر O مرکز دایره‌ها،

ناحیۀ رنگی را به‌دست آورید. 

O

B

C

A

D �

8.	12 در شکل زیر ‌O مرکز دایره و AB بر دایره مماس است. مساحت ناحیۀ رنگی را به‌دست آورید. 

O

B

C

A

۳

�
9.	12 در شکل مقابل، O مرکز دایره‌ها و شعاع دایرۀ بزرگ‌تر دو برابر شعاع دایره کوچک‌تر است. اگر مساحت 

را به‌دست آورید.  ناحیه‌های رنگی برابر باشد، اندازۀ زاویۀ
O

A

B

C

D

E
F

�

�
0.	13 TBC باشد، مجموع  Oمرکز دایره و خط d بر دایره مماس است. اگر AT برابر طول کمان در شکل زیر،

مساحت ناحیه‌های رنگی را به‌دست آورید. 
�

O مرکز دایره است. مساحت ناحیۀ رنگی را به‌دست آورید.   در شکل‌های زیر

1.	13    2.	13     3.	13
O

۴

A

B

�
210

 

4.	13  5.	13  

6.	13 CD است. طول پاره‌خط BH را به‌دست آورید.   32 AB و  34 در شکل مقابل
�

7.	13 در شکل زیر طول وتر CD را به‌دست آورید. 
�

8.	13 فاصلۀ مرکز دایره‌ای تا وتری به طول 16 برابر 6 است. طول وتری که به فاصلۀ 8 از مرکز دایره قرار دارد را به‌دست آورید. 

9.	13 AB را به‌دست آورید.  C، فاصلۀ مرکز دایره از وتر AB برابر نصف وتر AB است. طول کمان O( , )4 در دایرۀ

O مرکز دایره است. طول شعاع دایره را به‌دست آورید.   در شکل‌های زیر

0.	14
O

A

B
H

8

15

 1.	14  2.	14  

3.	14 O

A B C

45
�

14

2

 4.	14  5.	14  

O 40
�

B
A

C

T

d

۱۲

O

C

D

AB
H

H

A

C

B

D

16

4
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 در شکل‌های زیر ، O مرکز نیم‌دایره است. مقدار x را به‌دست آورید. 

6.	14
O

A B

C
D

5

10

x
11  7.	14  

 در شکل‌های زیر، O مرکز ربع دایره است. مقدار x را به‌دست آورید. 

8.	14 

O
A

B C

D
x

3

6 1

F  

0.	15 AB باشد، مساحت ناحیۀ رنگی   10 در شکل مقابل، O مرکز دایره‌ها و وتر AB بر دایره کوچک‌تر مماس است. اگر

Oرا به‌دست آورید.

BC
A �

1.	15 در دو دایرۀ هم‌مرکز طول وتری از دایرۀ بزرگ‌تر که بر دایرۀ کوچک‌تر مماس است، برابر 18 است. مساحت ناحیۀ محدود بین دو دایره را به‌دست آورید.

2.	15 در شکل زیر، اندازۀ کمان‌های AB و CD برابر است. مقدار x را به‌دست آورید. 
B

A

C

D

x �3 1

x � 5

�

3.	15  را به‌دست آورید.  AB است. مقدار BC CD  Aدر شکل زیر O مرکز ربع دایره و
B

C

D
O

�
�

4.	15  را به‌دست آورید.  در شکل زیر، O مرکز نیم‌دایره و وترهای AB و BC برابرند. مقدار

O
A

B
C

D

� 40
�

�

5.	15 در شکل زیر، O مرکز نیم‌دایره است. نسبت مساحت مثلث‌های رنگی را به‌دست آورید. 

�

6.	15 CD باشند، مقدار x را به‌دست آورید.  x  12 AB و x 3 8 OH است. اگر OH  در شکل زیر ‌O مرکز دایره و

�

7.	15 CD باشد، طول شعاع دایره را به‌دست آورید.   10 AB و  6 OH است. اگر OH 3 در شکل زیر O مرکز دایره و

�

8.	15 OH باشد، حدود x را به‌دست آورید.  OH  CHاست. اگر x  3 2 BH و x 2 5  ،OA  17 در شکل زیر O مرکز دایره،

�
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فصل

 دایره    1

 1‌

دایره - مرکز دایره - شعاع دایره
 2‌

 OD  ،OA می‌دانیم  می‌کنیم.  رسم  را   OD شعاع  ابتدا 
کمک  به  برابرند.  با هم  OB شعاع دایره هستند، پس  و 

قضیۀ فیثاغورس در مثلث DCO داریم:
O B

A
D

C

x

x
2

x
2

x
2 3

�
OD OC CD x x2 2 2 2 2 2

4 2 3     ( ) �

     3
4 12 16 4
2 2x x x �

 3‌

درون - شعاع
 4‌

مرکز - بیش‌تر
 5‌

بیرون
 6‌

مماس‌ است. 
 7‌

یک
 8‌

قاطع
 9‌

دو
 10‌

شعاع دایره
 11‌

دو
 12‌

AB بر d عمود
 13‌

برهم عمودند. 
 14‌

نادرست - اندازۀ شعاع دایره همواره مثبت است نه نامنفی. وقتی می‌گوییم 
نامنفی یعنی اندازۀ شعاع دایره می‌تواند صفر نیز باشد. 

 15‌

درست
 16‌

دو  پس  است.   OA برابر  دایره  از   d خط  نقاط  فاصلۀ  کم‌ترین   - نادرست 
نقطۀ دیگری از خط d مانند B فاصله‌اش از مرکز دایره بیشتر از OA است.

 17‌

نادرست - در این حالت خط بر دایره مماس است. 
 18‌

درست

 19‌

 OA شعاع  بر   d خط  مقابل  شکل  در   - نادرست 
d بر دایره مماس نیست.  عمود است، در حالی‌که 

O

d
A

�

 20‌

 d عمود است، پس خط OB بر شعاع B در نقطۀ d نادرست - چون خط
بر دایره مماس است و فقط یک نقطۀ مشترک دارند. 

 21‌

درست - فاصلۀ نزدیک‌ترین نقطه از خط d تا مرکز دایره همان فاصلۀ مرکز 
هیچ  دایره  و  خط  پس  است،  بزرگ‌تر  دایره  شعاع  از  چون  و  است  خط  از 

نقطۀ مشترکی ندارند. 
 22‌

مثلث  پس  است،   OA R MA  چون می‌کنیم.  وصل   A به   O از 
از طرفی   است.  برابر نیز   AOM زاویۀ  و  بوده  OAM متساوی‌الساقین 
OA می‌باشد.  OB R  زیرا نیز متساوی‌الساقین است   AOB مثلث 

OAB زاویۀ خارجی مثلث OAM است، پس:  زاویۀ

�
OAB OAB OBA          2 2 �
       2 3  زاویۀ خارجی مثلث BOM است، پس:�

 23‌

C به یکی از سه حالت زیر است:  O r( , ) A و دایرۀ وضعیت نقطۀ 
1- نقطۀ A درون دایره است. در این صورت فاصلۀ 

کم‌تر از شعاع دایره است.  نقطۀ A از مرکز دایره 
O

A

r

�
A روی دایره است. در این صورت فاصلۀ  2- نقطۀ 

A از مرکز دایره برابر شعاع دایره است.  نقطۀ 
O

A

r

�

3- نقطۀ A بیرون دایره است. در این صورت فاصلۀ 
A از مرکز دایره بیش‌تر از شعاع دایره است.  نقطۀ 

O

A

r

�

 24‌

خط و دایره نقطۀ مشترکی ندارند. 
�

خط و دایره یک نقطۀ مشترک دارند که در این حالت 
می‌گوییم خط بر دایره مماس است. 

A

�
که در این حالت  خط و دایره دو نقطۀ مشترک دارند 

می‌گوییم خط و دایره متقاطع هستند. 
O

B

A

�
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 25‌

از نقطۀ A بر خط d عمود می‌کنیم و پای   عمود 
را H می‌نامیم. فاصلۀ نقطۀ A از خط d، برابر با 

�طول پاره‌خط‌ AH است.
 26‌

از نقطۀ A بر خط d عمود می‌کنیم و پای عمود را H می‌نامیم. فاصلۀ نقطۀ 
d، برابر با طول پاره‌خط AH است.  A از خط 

 27‌

گر فاصلۀ مرکز دایره تا خط از شعاع دایره کم‌تر باشد،  ا
خط و دایره دو نقطۀ مشترک دارند و متقاطع‌اند. 

Or

H

�
OH r

	

برابر شعاع دایره   d گر فاصلۀ مرکز دایره تا خط  ا
باشد، خط و دایره یک نقطۀ مشترک دارند یعنی 

خط بر دایره مماس است. 
O

r

H

�OH r 	

گر فاصلۀ مرکز دایره تا خط بیشتر از شعاع دایره  ا
باشد، خط و دایره هیچ نقطۀ مشترکی ندارند. 

Or

H

�OH r 	
 28‌

گر هر نقطۀ دیگری غیر از F مانند B روی خط d در نظر بگیریم، فاصله‌شان  ا
خط  بر   OF )زیرا  است  بیش‌تر   OF یعنی  دایره‌  شعاع  مقدار  از   O نقطۀ  تا 
از دایره‌ قرار دارند و خط و  ج  d عمود است.(؛ بنابراین همۀ این نقاط خار
دایره‌ تنها در یک نقطۀ F با هم مشترک هستند. پس می‌توان گفت که خط 

d بر دایره‌ مماس است.
 29‌

دارد.  قرار  دایره‌  از  ج  خار  B مانند   d خط  روی   F از  غیر  دیگری  نقطۀ  هر 
یعنی بود؛  خواهد  دایره‌  شعاع  از  بیش‌تر  دایره‌  مرکز  تا  آن  فاصلۀ  بنابراین 

OB.از طرف دیگر نقطۀ F روی دایره‌ قرار دارد، بنابراین فاصله‌اش تا  r
گفت  OF. بنابراین می‌توان  r مرکز دایره‌ برابر با شعاع دایره است؛ یعنی
گر بخواهیم  که نقطۀ F نزدیک‌ترین نقطۀ خط d به نقطۀ O می‌باشد. حال ا
کوتاه‌ترین  که فاصلۀ O تا پای عمود،  از O بر خط d عمود ‌کنیم، از آن‌جایی 
 F نقطۀ  همان  عمود  پای  بنابراین  بود،  خواهد   O تا   d خط  نقاط  فاصلۀ 

d، عمود خواهد بود. OF در نقطۀ F بر خط  می‌باشد. پس شعاع 
 30‌

C در نقطۀ M بر شعاع OM عمود  O r( , ) می‌دانیم که خط مماس بر دایرۀ
نقطۀ  در  سپس  و  می‌کنیم  رسم  را   OM شعاع  ابتدا  بنابراین  بود.  خواهد 

M بر OM عمود می‌کنیم تا خط مماس بر دایره‌ در نقطۀ M رسم شود.

O

M

دورترین و نزدیک‌ترین نقاط دایره تا یک نقطه

در شکل‌های زیر، دورترین و نزدیک‌ترین نقاط دایره تا نقطۀ A مشخص شده‌اند. 

و دایرۀ  A که ملاحظه می‌کنید بدون توجه به وضعیت نقطۀ  همان‌طور 
C فاصلۀ دورترین و نزدیک‌ترین نقاط دایره تا نقطۀ A به‌صورت  O r( , )

زیر است: 
1. فاصلۀ دورترین نقطۀ دایره تا نقطۀ A برابر است با: 

¾õ£º ¸ÄoUn»j â¾±ÅIÎ  OA r �

2. فاصلۀ نزدیک‌ترین نقطۀ دایره تا نقطۀ A برابر است با: 

¾õ£º ¸ÄoUï¦Äjqº â¾±ÅIÎ  | |OA r �

چرا برای فاصلۀ نزدیک‌ترین نقطه، قدرمطلق گذاشتیم؟ اگر A بیرون دایره 
میشه فاصله  باشه،  دایره  درون   A اگه  و   OA r میشه فاصله  باشه، 
r. به همین دلیل قدرمطلق گذاشتیم که هر دو حالت رو پوشش بده.  OA

 31‌

C از نقطۀ  O( , )3 نادرست - با توجه به این‌که فاصلۀ دورترین نقطۀ دایرۀ
5 5 3 2      OA r OA OA A برابر 5 است داریم: �

A درون دایره می‌باشد.  OA است، پس  r چون
 32‌

گزاره داریم:  نادرست - با توجه به 
OA r OA r OA r


    | OA r | | |9 9 �

حال دو حالت داریم: 
1(OA r OA r OA r r OA        9 9 9(r OA) �

   10 8 8
10OA r OA r �

2(OA r OA r OA r        9 9 9(OA r) OA r �

   8 10 10
8OA r OA r �

A درون دایره و در حالت  اول  r همواره مثبت است، پس در حالت  چون 
A بیرون دایره است.  دوم 

 33‌

| است. بنابراین  OA r |  2 OA و r  12 نادرست - با توجه به گزاره
دو حالت زیر را داریم: 

1( 
OA r
OA r

OA OA
 
 





   
12
2

2 14 7 �

  r A5 .SwH ½oÄHj ·»oÃM �

2(
OA r
r OA

r r
 

 




   
12
2

2 14 7 �

  OA A5 .SwH ½oÄHj ·»nj �
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 34‌

r است. پس:   2 )O و شعاع دایره برابر , )1 1 بیرون - مرکز دایرۀ C نقطۀ

OA          ( ) ( ( ))3 1 2 1 16 9 25 52 2 �
A بیرون دایره است.  OA است، پس  r چون

 35‌

A بیرون دایره است و داریم:  OA است، پس نقطۀ  r 6 - چون
¾±ÅIÎ ¸ÄoTzÃM

¾±ÅIÎ ¸ÄoUï´¨

 
 





OA r
OA r

�

      ¾±ÅIÎ ¸ÄoTzÃM ¾±ÅIÎ ¸ÄoUï´¨ (OA ) ( )r OA r r2 �
2 می‌باشد.  2 3 6r    بنابراین اختلاف فاصله‌ها برابر

 36‌

8 - نقاط مورد نظر در ناحیۀ مقابل قرار دارند، پس: 

O
۱

۳     S
Â«ºn

        ( ) ( )3 1 9 82 2 �

 37‌

OA است، داریم:  r 1 - چون 5/
OA r
r OA

r r OA
 

 




     
7
4

2 11 5 5 1 5/ / �

 38‌

OA است، پس:  r 9 - فاصلۀ دورترین نقطۀ دایره تا نقطۀ A برابر
15 6 9   r r �

 39‌

 OE و OC وصل می‌کنیم. چون E به O از
شعاع‌های دایره‌اند، پس با هم برابرند و مثلث 

COE متساوی‌الساقین است و داریم:

OEC OCE� � �  30 �

O

C

BD

E

A

30
�

�

30
�

�

�
مثلث و  بوده   DE OE پس می‌باشد،   DE OC چون طرفی  از 

این  خارجی  زاویۀ   OEC زاویۀ  چون  و  بوده  متساوی‌الساقین  نیز   DEO
OEC� � �        30 2 15 مثلث است، داریم: �

 40‌

 OB و   OD چون  می‌کنیم.  وصل   D به   O از 
طرفی  از  و  برابرند  هم  با  پس  دایره‌اند،  شعاع‌های 
CD نیز  OD چون CD با OB برابر است، پس
می‌باشد و این یعنی مثلث ODC متساوی‌الساقین 

20 می‌باشد. DOE برابر بوده و زاویۀ

BA
O

C

E
D

20
�

�
20

��

�

زاویۀ و  بوده  متساوی‌الساقین  نیز   DOA مثلث  که  است  واضح  طرفی  از 

ADO زاویۀ خارجی مثلث ODC است،   می‌باشد. زاویۀ  ADO برابر 

ADO� � � � � �     20 20 20 20 40 پس:�
 41‌

از O به E و D وصل می‌کنیم. با توجه به 

برابری پاره‌خط‌ها در شکل، OD و OE نیز با 

آن‌ها برابرند. مثلث OEC متساوی‌الساقین 

EOB می‌باشد.   است، پس

O B
C

E

D

A

�

�2
�2

�

�

OED زاویۀ خارجی   از طرفی مثلث DOE نیز متساوی‌الساقین می‌باشد و زاویۀ

ODE می‌باشد. مثلث  OED      2 مثلث OEC  است پس

DAO هستند. حال در  ADO� � �  60 ADO متساوی الاضلاع است، پس

A D C� � � � � � �       180 60 60 2 180  مثلث ADC داریم: 

   3 60 20   �
 42‌

OC می‌باشد،  OE از O به E وصل می‌کنیم.
پس مثلثEOC متساوی‌الساقین بوده و زاویۀ

 EOD 30 می‌باشد. از طرفی مثلث OEC برابر

 OE OD زیرا است؛  متساوی‌الساقین  نیز 

OED بوده و داریم:  ODE  می‌باشد، پس

O
B

C

A

K

E
D

55
�

30
�

�
30

�

�
OED ODE� � � � �     30 55 25  �

 43‌

از  کم‌تر  باید  دایره  تا مرکز  دایره است، پس فاصله‌اش  A درون  نقطۀ  چون 
شعاع دایره باشد. بنابراین داریم: 

OA r x x x x          
 

5 2 4 2 4 5 2 1 1
2

2
'''''"
( )

�

حتماً می‌دونی که چون طرفین نامساوی رو بر عدد منفی تقسیم کردیم، جهت 
نامساوی عوض شد. 

از طرفی می‌دانیم فاصلۀ دو نقطه بزرگ‌تر یا مساوی صفر است، پس: 

OA x x x       0 5 2 0 2 5 5
2 �

 12
5
2 x ک حدود به‌دست آمده برای x، محدودۀ آن به‌صورت از اشترا

خواهد بود. 
 44‌

 C دایرۀ  روی  یا  درون  پس  نیست،   C O( , )4 دایرۀ بیرون   A نقطۀ  چون 
OA است. بنابراین داریم:  4 می‌باشد و در نتیجه

OA x x x        4 6 4 6 4 2 �

از طرفی فاصلۀ دو نقطه همواره بزرگ‌تر و یا مساوی صفر است، پس: 

6 0 6   x x �

 2 6 x ک حدود به‌دست آمده برای x، محدودۀ آن به‌صورت از اشترا
که مجموع مقادیر صحیح x برابر است با: می‌باشد 

xcÃdÅ oÄjI£¶ Ì¼µ\¶      2 3 4 5 6 20 �
 45‌

OA و OB شعاع‌های دایره هستند، پس:

O

AB

۴ ۴ �

OA x x x x        4 5 10 4 5 6 02 2 �

    







( )( )x x
x
x

2 3 0
2
3

�

OB x x x x        4 3 7 6 4 3 7 2 02 2 �

    









( )( )3 1 2 0

1
3
2

x x
x

x
�

OA و OB را برابر 4 می‌کند.  x قابل قبول است زیرا   2 که واضح است 
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 46‌

OA باشد:  r آ( چون A درون دایره است، پس باید
OA r x x x x        7 3 3 2 10 5 �

OA باشد، پس:   0 r و  0 از طرفی باید
r x x x       0 3 3 0 3 3 1 �
OA x x      0 7 0 7 �

x می‌باشد.   5 ک حدود به‌دست آمده برای x، مقدار آن به‌صورت از اشترا
OA باشد: r ب( چون A بیرون دایره است، پس باید

OA r x x x x        7 3 3 2 10 5 �
OA باشد، پس:   0 r و  0 از طرفی باید

r x x     0 3 3 0 1 �
OA x x      0 7 0 7 �

1 می‌باشد.  5 x ک حدود به‌دست آمده از اشترا
OA میشه.  0 OA هستش، پس حتماً r r است چون  توجه کن وقتی0

 47‌

با توجه به داده‌های سؤال داریم: 

OA
r

OA r







    7

4
7 4 11¾õ£º ¸ÄoUïn»j â¾±ÅIÎ

¾õ£º ¸ÄoUï¦Äjqº  â¾±ÅIÎ     


 OA r 7 4 3

�

 48‌

OA r r OA r   2 5 1 5/ / فرض می‌کنیم شعاع دایره r باشد، پس: 
است  دایره  بیرون   A نقطۀ  پس  است  شده   1 5/ r برابر  OAکه آن‌جایی  از 

و داریم: 
OA r r r r r

OA r
       


4 1 5 4 0 5 4 8

1 5
'''''''''"

/
/ / �

 49‌

با توجه به‌صورت سؤال داریم: 

OA r
OA r
OA r

OA OA r

OA r
 
 







 
 





     

 

11
3

11
3

2 14 7 4

11|OA r|
rr OA

r r
 





   










 3

2 14 7
�

 50‌

OH است:  r d دایرۀ C را در دو نقطه قطع می‌کند، پس چون خط 
OH r x x     10 3 7 �

OH است، پس:   از طرفی0
10 0 10   x x �

که مجموع مقادیر  7 می‌باشد  10 x ک حدود به‌دست آمده، از اشترا
x برابر است با:  طبیعی 

8 9 10 27   �
 51‌

d1 بر دایره مماس است، پس:  چون خط
OH r a a a a1 8 3 2 2 6 3         �

و  r a    3 2 3 3 2 11( ) برابر دایره  شعاع  اندازۀ   a  3 ازای به 
 OH r2  که آن‌جایی  از  بود.  خواهند   OH a2 5 5 3 2    

d2 و دایره دو نقطۀ مشترک دارند.  d2 قاطع است بنابراین خط است، خط

 52‌

با توجه به شکل مقابل داریم: 
�

OH
r

AH OH r
BH









     

 
10

6
10 6 4¾±ÅIÎ ¸ÄoUï´¨

¾±ÅIÎ ¸ÄoUïyÃM OOH r   


 10 6 16

�

 53‌

شعاع
 54‌

وتر 
 55‌

قطر
 56‌

مرکز 
 57‌

کمان

 58‌

درجه
 59‌

زاویۀ مرکزی
 60‌

قطاع
 61‌

نصف
 62‌

قطر دایره
 63‌

آن به  رو  مرکزی  زاویۀ  است،   15 کمان روبه‌رو  محاطی  زاویۀ  وقتی   -
30 می‌باشد، پس: 

L     6 30
180





�
 64‌

AB برابر است با:  کمان طول 
L R LAB        

180
4 90
180

2� �
�

� �
 65‌

S R S        
2 2

360
9 120
360

27






�

 66‌

درست 
 67‌

نادرست - در صورتی که دو نقطۀ متمایز دایره نقاط A و B باشند درست است.

                �

AB وتر نیست. AB وتر است.                       �
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 68‌

کمان روبه‌رو به آن است.  نادرست - اندازۀ زاویۀ مرکزی برابر اندازۀ 
 69‌

نادرست - اندازۀ یک کمان برابر با اندازۀ زاویۀ مرکزی مقابل به آن کمان است. 
 70‌

180 است. کمانی با اندازۀ درست - نیم‌دایره 
 71‌

با  مرکزی  زاویۀ  به  روبه‌رو   C O R( , ) دایرۀ از   AB کمان  طول   - نادرست 

L است.  R  
180

 برابر اندازۀ
 72‌

درست
 73‌

درست 
 74‌

درست
 75‌

S است.  R  2

360
نادرست - مساحت قطاع مورد نظر

 76‌

S     6 120
360

12
2 



نادرست �
 77‌

دایره  روی  نقطه‌ای  آن  دیگر  سر  و  دایره  مرکز  آن  سر  یک  که  پاره‌خطی  به 
باشد، شعاع دایره می‌گویند. 

 78‌

که دو سر آن روی دایره باشد را یک وتر از دایره می‌گویند.  پاره‌خطی 
 79‌

که از مرکز دایره عبور می‌کند را قطر دایره می‌گویند.  وتری از دایره 
 80‌

را  است  شده  محدود  آن  از  نقطه  دو  میان  که  دایره  محیط  از  قسمتی  به 
کمان می‌گویند. 

 81‌

که رأس آن روی مرکز دایره و دو ضلع آن دو شعاع از دایره باشد را  زاویه‌ای 
زاویۀ مرکزی می‌گویند. 

 82‌

ناحیه‌ای از درون و روی دایره که به دو شعاع دایره و آن دایره محدود است 
را یک قطاع دایره می‌گویند. 

 83‌

کمان متناظرش را یک قطعه از دایره می‌گویند.  ناحیۀ محصور به یک وتر و 
 84‌

 برابر زاویۀ مرکزی مقابل آن‌ها است، پس اندازۀ  A B اندازۀ کمان‌های AB و
 برابر است با: A B کمان‌های AB و 60 می‌باشد. اما طول  آن‌ها برابر

L R
L

L

AB

AB

 
   

   









  

 
 

 180

1 60
180 3

2 60
180

2
3

�

�
�

�

�
�

�

�

 85‌

نقطۀ  در  را   ABکمان تا  می‌دهیم  امتداد  و  کرده  عمود   AB وتر  بر   O از 
کمانAB را نصف می‌کند، پس: AB و  OC وتر  کند. می‌دانیم  C قطع 

           AH BH  10
2 5 �

 AC BC� � � �  60
2 30 �

است،   BC کمان به  رو  مرکزی  زاویۀ   O1 زاویۀ می‌کنیم.  وصل   B به   O از 

O می‌باشد. حال در مثلث‌ قائم‌الزاویۀ OHB داریم: BC� � �1 30  پس

tan tanO BH
OH OH OH

� �1 30 5 3
3

5     �

   OH 3 5
3

5 3 �
 86‌

با توجه به صورت سؤال، شکل مسئله به‌صورت زیر است. می‌دانیم شعاع 

کمک  به   OHB قائم‌الزاویۀ  را نصف می‌کند. در مثلث  وتر  آن  وتر،  بر  عمود 

قضیۀ فیثاغورس داریم: 

OB OH BH R2 2 2 2 2 25 3 5    ( )

�     R R2 75 25 100 10 	

�AOB بوده و داریم:  � 60 AOB متساوی‌الاضلاع است، پس مثلث

LAB 
   10 60
180

10
3





�

 87‌

S S S
OAB

¾÷õ¤ ÌIõ¤
   �

     S
¾÷õ¤

 ( ) sin4 60
360

1
2 4 602 2



 �
�

    S
¾÷õ¤

8
3

1
2 4 3

2
2 ( ) �

  S
¾÷õ¤

8
3 4 3 �

 88‌

نظیر  کمان‌های  باشند،  برابر  دایره  در  وترها  گر  ا
پس  است،  منتظم  شش‌ضلعی،  چون  برابرند. 

کمان‌های نظیر ضلع‌های شش‌ضلعی برابرند. 

�6 360 60x x    	

می‌باشد؛   AOB� � 60 پس است،  مرکزی  زاویۀ   AOB زاویۀ چون 
AOB متساوی‌الاضلاع بوده و داریم:  بنابراین مثلث 

S
OAB
   3

4 4 4 32 �

S     ( )4 60
360

8
3

2 



AOB برابر است با: � مساحت قطاع

83 می‌باشد.  4 3  بنابراین مساحت قسمت رنگی برابر
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 89‌

360 درجه و طول می‌دانیم دایره،‌ کمانی با اندازۀ
کمک تناسب زیر داریم: 2R است، پس به 

�

½pHkºH Ï¼ö

¸Ãõw» ¸ÃÎoö360 2
360 2






  

R
L L R''''''''''''"   

�

   L R 2
360

L R  
180

 �
 90‌

و   360 مرکزی زاویۀ  با  قطاعی  دایره  می‌دانیم 
R2 است، پس: مساحت

�

      
Áq¨o¶ â¾Ä»Hp SeIv¶

360 360
360

2
2 2






    R

S R S S R     
  �

 91‌

 AB CD  از مرکز دایره‌ به دو سر وترهای AB و CD وصل می‌کنیم. چون
O برابرند، پس: 2 O و است، پس زوایای مرکزی مقابل آن‌ها یعنی1

      
O O
OA OD r
OB OC r

OB COD

 1 2
 
 









''''''"
Æ p Æ

A
 

�

AB می‌باشد. CD بنابراین اجزای متناظر دو مثلث‌ با هم برابرند، پس
 92‌

 از مرکز دایره‌ به دوسر وترهای AB و CD وصل می‌کنیم. پس:

      
OA OC r
OB OD r
AB CD

OB COD
 
 








''''''"

Æ Æ Æ

A
 

�

می‌باشد؛   O O 1 2 پس برابرند،  هم  با  مثلث‌  دو  متناظر  اجزای  بنابراین 
CD هستند، پس کمان‌هایAB و O2 زوایای مرکزی رو به  چونO1 و

AB می‌باشد. CD 
 93‌

از مرکز دایره‌ به دو سر وتر AB وصل می‌کنیم و داریم:

�

        
OA OB r
OH OH

 




  ¥oTz¶ Í±ò

Í±ò ¦Ä » oU» 

( )
'''''''''''''''''"

ÁÁoMHoM

OHA OHB
 

 �

و  AH BH جمله از  برابرند،  هم  با  مثلث‌  دو  متناظر  اجزای  بنابراین 
O می‌باشد.  O 1 2

AH است، پس قطر CD وتر AB را نصف کرده است و چون  BH چون
 BD AD و کمان نظیر آن‌ها یعنی O2 برابرند، پس  زوایای مرکزیO1 و

کرده است. AB را نیز نصف  کمان  CD نیز برابر می‌باشند، پس قطر

 94‌

از مرکز دایره‌ به دو سر وتر AB وصل می‌کنیم. چون 
 AH BH کرده است، پس CD وتر AB را نصف 

می‌باشد و داریم:
�

        
OA OB r
AH BH
OH OH

HO BHO
 












( )

A
¥oTz¶ Í±ò

Æ Æ Æ

'''''''"

 
 �

 H H 1 2 O و O 1 2 بنابراین اجزای متناظر دو مثلث‌ با هم برابرند از جمله
کمان مقابل آن‌ها یعنی O2 برابرند، پس  می‌باشد، چون زوایای مرکزیO1 و

کرده است.  کمان نظیر وتر AB را نصف   ،CD برابرند؛ بنابراین BD AD و

 H H� � �1 2 90  پس  ، H H 1 2 و  H H� � �1 2 180  چون طرفی  از 
می‌باشد، بنابراین قطر CD بر وتر AB عمود است.

 95‌

وتر نظیر کمانAB را رسم می‌کنیم. چون قطر CD کمانAB را نصف کرده 

AD می‌باشد. حال از مرکز دایره‌ به دو سر وتر AB وصل  BD  است، پس

کمان‌های AD می‌باشد، پس زوایای مرکزی مقابلِ  BD  می‌کنیم. چون

O2 با هم برابرند، پس: BD یعنیO1 و AD و

�

       

OA OB r

O O
OH OH

HO BHO

 












 1 2
( )

A
¥oTz¶ Í±ò

Æ p Æ

'''''''"

 
�

و  AH BH یعنی برابرند  هم  با  مثلث‌  دو  متناظر  اجزای  بنابراین 
AH است پس قطر CD وتر نظیر کمان BH H می‌باشد. چون H 1 2

H و H� � �1 2 180  کرده است. از آن‌جایی‌که AB یعنی وتر AB را نصف 
H بوده و این یعنی قطر CD بر  H� � �1 2 90  H می‌باشند، پس H 1 2

AB عمود است. کمانAB یعنی وتر  وتر نظیر 
 96‌

مثلث‌های  در  فیثاغورس  قضیۀ  کمک  به  می‌کنیم.  وصل   C و   B به   O از
OCH داریم: OHB و

OB OH BH R OH BH2 2 2 2 2 2     �
  OH R BH2 2 2 �
OC OH CH2 2 2    �

�    R OH CH2 2 2 �
    OH R CH2 2 2 �

OH می‌باشد و داریم: OH2 2  OH است، پس OH  چون
R BH R CH BH CH2 2 2 2 2 2         �
    BH CH BH CH2 2 �

CD است، پس: H وسط وتر  AB و H وسط وتر  می‌دانیم 
BH CH BH CH AB CD    

'''"
2 2 2 �
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 97‌

H وسط CD می‌باشد،  از O به B و C وصل می‌کنیم. می‌دانیم H وسط AB و
ABپس: CD AB CD BH CH     2 2 �

OCH داریم: کمک قضیۀ فیثاغورس در مثلث‌های OHB و حال به 

     OB OH BH R OH BH2 2 2 2 2 2    

  BH R OH2 2 2 �

OC OH CH2 2 2    �

    R OH CH2 2 2 �

    CH R OH2 2 2 �

BH می‌باشد و داریم: CH2 2  BH است، پس CH  چون

R OH R OH OH OH OH OH2 2 2 2 2 2 2 2            �

  OH OH �
 98‌

دایره  شعاع  طول  برابر  دو  آن  طول  که  است  دایره  قطر  همان  وتر  بزرگ‌ترین 
می‌باشد، پس: 

6 2 2 10 6 20 2 6 18 3x x x x          �
 99‌

360 است، پس:  کمانی با اندازۀ آ( دایره 

AB BC AC x x x� � � � �      360 2 4 3 360 �

   9 360 40x x  �
360 است، پس:  کمانی با اندازۀ ب( دایره 

AB BC AC x x x� � � � � � � �         360 2 10 4 120 3 20 360 �

      9 90 360 9 450 50x x x    �
 100‌

اندازۀ  زاویۀ مرکزی است پس   AOB زاویۀ 
کمان روبه‌رویش برابر است:  آن با اندازۀ 

AOB AB� � � �   70 5 20 	
O

A

B

70
� � �5 20

�

�   5 90 18   	
 101‌

کمان مقابلش برابر  AOB زاویۀ مرکزی است، پس اندازۀ آن با اندازۀ  زاویۀ
است. بنابراین داریم: 

AOB AB� � � �     30 2 40 	O

A

B

��2 40
���30

�

�  70 	
 102‌

360 است، پس:  کمانی با اندازۀ دایرۀ 

4 40 20 360 5 380 76x x x x            �

AOB زاویۀ مرکزی است، پس:  زاویۀ

AOB AB x
x� � � �

�

    


 20 96
76

''''" �

 103‌

360 است، پس:  کمانی با اندازۀ دایره 

ABC AC AC� � �� � �    360 230 360

� AC� �130 	
کمان روبه‌رویش برابر است، پس: می‌دانیم اندازۀ زاویۀ مرکزی با اندازۀ 

2 40 130 2 90 45           �
 104‌

BOC متساوی‌الساقین هستند، پس:  AOD و  مثلث‌های 

OAD ODA� � �  60 	

    DOA� � � � �180 60 60 60( ) 	

OBC OCB� � �  80 	

    BOC� � � � �180 80 80 20( ) 	
O

D

A

B

C

60
�

60
�60

� 100
�

80
�

80
�

120
�

AOB برابر است با: � بنابراین زاویۀ

AOB� � � � �   180 60 20 100( ) �

AB است، پس:  کمان AOB زاویۀ مرکزی رو به  زاویۀ
AOB AB� � �   100 �

 105‌

از O به C و D وصل می‌کنیم. مثلث‌های AOC و BOD متساوی‌الساقین 
هستند، پس: 

OCA OAC

AOC AOC

� �

� �

�

� � � �
 

    







55

55 55 180 70
�

ODB OBD

BOD BOD

� �

� �

�

� � � �
 

    







50

50 50 180 80
�O

C D

A B
55

�

�

50
�

�
70حال داریم:  80 180 30� � � �� �    COD COD �

CD است، پس:  کمان COD زاویۀ مرکزی رو به  زاویۀ

COD CD CD� � � �   30 �
 106‌

مثلث AOC متساوی‌الساقین است، پس: 
ACO AOC� �� � � � �     80 180 80 80 20( ) �

BOD زوایای مرکزی هستند، پس:  AOC و زوایای

AOC AC AC� � � �   20 �

BOD BD BD� � � �   40 �
O

B

D

A
C

80
�

40
�

�

AB قطر دایره است داریم: � حال چون 

AC CD BD� � � � � � � �        180 20 40 180 120  �
 107‌

زاویۀ   AOB زاویۀ می‌کنیم.  وصل   B به   O از 

AB است، پس:  کمان مرکزی رو به 

AOB AB AOB� � � �   150 �O

�

150
�

A

B�

مثلث AOB متساوی‌الساقین است، پس: �
150 180 2 30 15             �
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 108‌

زیرا است  متساوی‌الساقین   AOBمثلث می‌کنیم.  وصل   A به   O از 
OA می‌باشد، پس:  OB

ABO BAO� � �  42 �
    AOB� � � � �180 42 42 96( ) �

AOB، زاویۀ مرکزی است، پس:  زاویۀ

�                 AOB AB AB� � � �    96                       
 109‌

با  آن  اندازۀ  پس  است،  مرکزی  زاویۀ   AOB زاویۀ

کمان روبه‌رویش برابر است. بنابراین داریم: اندازۀ 

      AOB AB� � �  80 �
، پس: (OA OB) مثلث AOB متساوی‌الساقین است

OAB OBA� � � � �   180 80
2 50 �

، پس: (OB OC) مثلث OBC متساوی‌الساقین است
OBC� � � � � � �     180 80 80 180 160 20( ) �

 برابر است با: بنابراین     OBA OBC� � � � �50 20 30 �
 110‌

زاویۀ   AOB زاویۀ می‌کنیم.  وصل   A به   O از 
AB است، پس:  کمان مرکزی رو به 

AOB AB AOB� � � �   85 �O

85
�

�
50

�

85
�

�

�
 AOC مثلث  می‌باشد.   135 85 50    برابر  AOC زاویۀ بنابراین 

OA می‌باشد. پس:  OC متساوی‌الساقین است زیرا
50 180 2 130 65              �

 111‌

از O به B وصل می‌کنیم. مثلث AOB متساوی‌الساقین است، پس: 

ABO BAO� � �  50 �
O

�

B

A

C

D

100
�

120
�

50
�

�AOB AOB� �� � � �    50 50 180 80

AOD AD AOD� � � �   100 AOD زاویۀ مرکزی است، پس: � زاویۀ
360 است، پس:  می‌دانیم مجموع زوایای مرکزی در دایره

AOD DOC AOB BOC� � � � �    360  �
      100 120 80 360 60� � � � �� �BOC BOC �

OB می‌باشد. از طرفی چون  OC مثلث BOC متساوی‌الساقین است زیرا
 است.   60 زاویۀ رأس آن60 است، پس متساوی‌الاضلاع می‌باشد و

 112‌

مثلث AOC متساوی‌الساقین است، پس: 
ACO CAO� � �  35 	
COB زاویۀ خارجی مثلث AOC است، پس:  زاویۀ

�COB� � � �  35 35 70 	

BC است، پس:  کمان COB زاویۀ مرکزی رو به  از طرفی زاویۀ

COB BC BC� � � � �    70 70 �

O

�

A

B

42
�

42
�

 113‌

OEC متساوی‌الساقین است، پس E وصل می‌کنیم. مثلث  و   D به   O از 

O
15

�
A

B
C

E

D

�
�EOC می‌باشد.� � 15

مثلث  خارجی  زاویۀ   OED زاویۀ طرفی  از 

 OED� � � �  15 15 30 پس است،   OEC

می‌باشد و چون مثلث DOE متساوی‌الساقین 

است، داریم: 
ODE OED

DOE DOE

� �

� �

�

� � � �
 

    







30

30 30 180 120
 �

DE است، پس: کمان DOE برابر اندازۀ  می‌دانیم اندازۀ زاویۀ مرکزی

DOE DE� � �   120 �
 114‌

را  آن  با  متناظر  وتر  طول  بدهند،  را  کمانی  اندازۀ  این‌که  جای  به  گاهی 

C حالت‌های زیر را حفظ باشید.  O r( , ) می‌دهند. در دایرۀ

r 3

A B

120
�

r 2

A B

90
�

کنید. مثلث  کافی است از مرکز دایره به A و B وصل  برای اثبات هر یک، 

کمان AOB متساوی‌الساقین است و زاویۀ رأس آن، زاویۀ مرکزی رو به 

 AB AOB اندازۀ کمان AB است. پس با به‌دست آوردن اندازۀ زاویۀ

به‌دست می‌آید. 

�AB می‌باشد. �  60 چون اندازۀ وتر AB برابر شعاع دایره است، پس

 115‌

 AB� �  120 3 برابر شعاع دایره است، پس ،AB چون اندازۀ وتر
می‌باشد. 

 116‌

 2 ،AB A وصل می‌کنیم. چون وتر  O به  از 
می‌باشد.   AB� � 90 پس است،  شعاع  برابر 
متساوی‌الساقین و  قائم‌الزاویه  مثلث  در  حال 

AOB داریم: 

O

�
BA

۵

5 2

�

�90 180 2 90 45             �

 117‌

کمان داریم:  با توجه به رابطۀ طول 

L R
AB� � �

�           
180

2 5
180

72 �

 118‌

کمان داریم:  با توجه به رابطۀ طول 

L R R R         
180

6 108
180

10






�
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 119‌

فرض می‌کنیم شعاع دایرۀ کوچک برابر r باشد. با توجه به رابطۀ طول کمان داریم: 
     r r r
180

3
5

4
180

3
5 4

 

      (r ) ( ) �

      r r r r    3
5

12
5

2
5

12
5 6 �

LEF�
�

�    6 90
180

3 کمان EF برابر است با: � حال طول 

 120‌

پس  باشد،   r کوچک‌تر  دایرۀ  شعاع  و   R بزرگ‌تر  دایرۀ  شعاع  می‌کنیم  فرض 

 است،  R r2 2 2 و مساحت آن 2 r R محیط ناحیۀ رنگی برابر

2بنابراین داریم: 2 20 10

20 202 2 2 2
  

  

R r R r

R r R r

    

    






�


 
  





  
R r

R r
10

20
2

(R r)(R r)
�

حال داریم:
R r
R r

R R
 
 





   
10
2

2 12 6 �

S است.   ( )6 362 بنابراین مساحت دایرۀ بزرگ‌تر برابر
 121‌

بع دایره به شعاع 6 داریم: از L به O وصل می‌کنیم. در ر

OL OL2 2 26 6 72 72 6 2      ��

6 است، پس: 2 بنابراین شعاع نیم دایره برابر

S
Â«ºn

    1
2 6 2 1

4 6 36 9 272 2    ( ) ( ) �

 122‌

با توجه به رابطۀ مساحت قطاع داریم: 

S R S        
2 2

360
5 72
360

5






�

 123‌

 4 3 برابر آن  شعاع  طول  پس  است،   8 3 نیم‌دایره قطر  طول  چون 
 OAC مثلث  می‌کنیم.  وصل   C نقطۀ  به  نیم‌دایره  مرکز  از  می‌باشد. 
زاویۀ از طرفی چون  و  OA می‌باشد  OC متساوی‌الساقین است چون

از  می‌باشد.  متساوی‌الاضلاع   OAC مثلث  پس  می‌باشد،   CAO� � 60
مثلث  مساحت  حال  است.   180 60 120    برابر  COB زاویۀ طرفی 

AOC و قطاع COB را به‌دست می‌آوریم: 

A B

C

60
�

60
�

60
�

O 4 34 3 �

S a S
AOC

    
3
4

3
4 4 3 12 32 2( ) �

S R S
ÌIõ¤ ÌIõ¤

       
2 2

360
4 3 120

360
16







( ) �

بنابراین مساحت ناحیۀ رنگی برابر است با: 
S

Â«ºn
 12 3 16 �

 124‌

COB مثلث  می‌کنیم.  وصل   C به   O از 
زاویۀ اندازۀ  پس  است،  متساوی‌الساقین 
AOC که زاویۀ خارجی مثلثCOB است، 

15 می‌باشد، پس: 15 30    �برابر

S
Â«ºn




     



( ) sin6 30
360

1
2 6 6 30 3 9

2 



 �
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با توجه به رابطۀ مساحت قطاع داریم: 

S R             
2 2 2

360
6 60
360

3 2
360

120




 



( ) �
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رابطۀ  به  توجه  با  است.   OC r 2 پس باشد،   AC r می‌کنیم فرض 

S داریم:  R  2

360
مساحت قطاع یعنی

S S S r r
AOB CODÂ«ºn

      15 3
360

2
360

2 2   ( ) ( )
 

�

    15 5
360

3 360
2 2r r  


 �

COD برابر است با:  از طرفی مساحت قطاع 

S r S r
COD COD      ( )2

360
4
360

2 2





�

'''''''''''''"

 r
CODS

2 3 360 4 3 360
360

12
 

   






�
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AOB را به‌دست می‌آوریم:  AB اندازۀ زاویۀ کمان  کمک طول  ابتدا به 

L R           
180

5 6
180

150
 

 �

COD را به‌دست می‌آوریم:  AOB و  حال مساحت قطاع‌های 

S R
S

S
 

  

  










 
 

 

2

2

2360

6 150
360

15

4 150
360

20
3











( )

( )


�

بنابراین مساحت ناحیۀ رنگی برابر است با: 

S
Â«ºn

    15 20
3

45 20
3

25
3     �
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  ،OBA قائم‌الزاویۀ  AB عمود است. در مثلث  OB بر خط مماس  شعاع 
بود.  خواهد   O� � 60 و  A� � 30 زاویۀ پس  است،   OA وتر  نصف   OB

حال داریم: 
S
OBA
     1

2 3 6 60 9 3
2sin  �

SCOB 
  ( )3 60

360
3
2

2 



�

بنابراین مساحت ناحیۀ رنگی برابر است با: 

S
Â«ºn

   9 3
2

3
2

9 3 3
2

  �
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COE برابر است با:  مساحت قطاع 

S r S r
COE       2 2

360
180
360





( ) �

مساحت ناحیۀ رنگی در دایرۀ بزرگ‌تر برابر است با: 

S r r r       ( )2
360 360

3
360

2 2 2
  

�
حال داریم: 

   
 

r r2 2180
360

3
360

180 3 
   

( )

 

 �

   4 180 45   �
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داشته  را  قطاع  با  متناظر  کمان  طول  قطاع،  مرکزی  زاویۀ  جای  به  گر  ا
باشیم، مساحت را می‌توان به‌طور مستقیم از رابطۀ زیر به‌دست آورد: 

S R

L R
S R R S L R S RL




       

 

 
 

2

360

180
180 2 2

1
2







�

مطابق  ناحیه‌ها  مساحت  می‌کنیم  فرض 
S3 باشد. بنابراین داریم:  S2 و ، S1شکل

O
B

A

C

T

d

۱۲

S
1

40
�

S
2

S
3

�S1
212 40

360
16   ( ) 



                 

AT داریم:  TBC L | | d عمود است. با فرض از طرفی OT بر 

S S RL S S L

S S L

1 3 1 3

2 3

1
2

1
2 12

1
2 12

      

   









�

     S S S S S S1 3 2 3 1 2 �
رنگی ناحیه‌های  مساحت  مجموع  و  بوده   S S1 2 16   بنابراین

S می‌باشد.  S1 2 16 16 32     
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 AOB مثلث  چون  می‌آوریم.  به‌دست  را   AOB قطاع  مساحت  ابتدا 
�AOB می‌باشد:  � 60 متساوی‌الاضلاع است، پس

S R S       
2 2

360
6 60
360

6






( )         

مساحت مثلث متساوی‌الاضلاع AOB برابر است با:‌

O
۶

A

B

۶
60

�

�
S a S    3

4
3
4 6 9 32 2( ) �

S می‌باشد. 
Â«ºn

 6 9 3 بنابراین مساحت قسمت رنگی برابر
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ابتدا مساحت قطاع AOB را به‌دست می‌آوریم: 

S R S       
2 2

360
6 90
360

9






( ) �

AOB برابر است با:  مساحت مثلث قائم‌الزاویه و متساوی‌الساقین 
S    1

2 6 6 18 �
S می‌باشد. 

Â«ºn
 9 18 بنابراین مساحت قسمت رنگی برابر
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360 است، پس:  کمانی با اندازۀ می‌دانیم دایره 

AB AB� �� � �   210 360 150 �

AOB برابر اندازۀ کمان روبه‌رویش است. پس: زاویۀ مرکزی 

O

۴

A

B

210
�150

�

150
�

   AOB AB AOB� � � �   150 �

AOB را به‌دست می‌آوریم:  حال مساحت قطاع 

S R S       2 2

360
4 150
360

20
3





( ) �

AOB برابر است با:  مساحت مثلث 

S        1
2 4 4 150 1

2 16 1
2 4sin  �

S می‌باشد. 
Â«ºn

 20
3 4 بنابراین مساحت قسمت رنگی برابر
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AOB برابر است با:  مساحت قطاع 

S R S       
2 2

360
6 150
360

15






( ) �

AOB برابر است با:  مساحت مثلث 

S        1
2 6 6 150 1

2 36 1
2 9sin  �

S می‌باشد. 
Â«ºn

 15 9 بنابراین مساحت قسمت رنگی برابر
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ابتدا شعاع دایره را به‌دست می‌آوریم:

�

cos30 3 2 3
2

3 2
   r r �

    6 2 3 6 2
3

2 6r r �
حال داریم:

S
Â«ºn




   
 ( ) sin2 6 120

360
1
2 2 6 2 6 120

2 



 �

     24
3

12 3
2 8 6 3 �

 136‌

CD عمود است، پس آن  AB بر وتر  چون قطر 
را نصف می‌کند. بنابراین داریم: 

AB r r    34 2 34 17 	
CD CH DH   32 16 	

حال از O به C وصل می‌کنیم. در مثلث قائم‌الزاویۀ OHC داریم: 

OC OH CH OH OH2 2 2 2 2 2 217 16 33       �
 OH 33 �

BH برابر است با:  بنابراین طول پاره‌خط 

BH OB OH BH    17 33 �

O

C

D

AB

17
16

H


